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Notas de Probabilidade e Estatistica

1. Do que trata a Estatistica.

O objeto de estudo da Estatistica € ajudar ao pesquisador, com métodos descritivos como tabelas, graficos e
calculos matematicos, na busca de modelos novos ou explicagdes de fatos ocorridos no seu trabalho. Dessa
forma podemos dizer que a Estatistica esta intimamente ligada a pesquisa cientifica ou qualquer outra forma
de pesquisas, tais como pesquisa de mercado, pesquisa eleitoral e outras pesquisas. Convenhamos que néo
sera facil para alguém com nenhuma experiéncia com pesquisa compreender e saborear os métodos

estatisticos.

O engenheiro-agronomo estudando o melhoramento de milho necessita testar varios materiais genéticos e
criar formas de cruzamentos de forma a criar variedades ou hibridos produtivos e resistentes as condi¢des da
regido. Dessa forma esse especialista vai precisar da Estatistica na analise dos experimentos de campo, estufa
ou laboratorio que utiliza. A Estatistica apropriada para essa area esta incluida na Genética Quantitativa. Os
métodos estatisticos apropriados para a pesquisa nessa area pode mesmo se especializar em métodos para

genética vegetal e para a genética animal.

O economista enfrenta problemas de ordem diferente e precisa normalmente coletar dados para sintetizar e
mostrar uma situagdo social ou economica. Pode querer criar modelos matematicos para administradores
publicos ou privados auxiliares na tomada de decisdes. Lidam com problemas de engenharia economica
buscando formas 6timas de administragdo e controle. Os métodos estatisticos dessa area estdo incluidos na

Econometria e Pesquisa Operacional.

O médico trata de pesquisas diretamente aplicadas ao ser humano e a forma de planejamento, métodos
estatisticos e medida dos riscos envolvidos ¢ muito particular e incluem-se na area conhecida como

Biometria.

Apesar da Estatistica lidar com muitos calculos matematicos ela ndo ¢ uma ciéncia baseada em axiomas, ou
seja, dedutiva. Assim como a Fisica ela ¢ essencialmente experimental e utiliza de certos principios ou
postulados que guiardo a obteng@o de formulas uteis. Nesses principios a Probabilidade sera fundamental pois
constitui-se no conceito apropriado para medir riscos. Portanto a Probabilidade é necessaria para controlar os

erros envolvidos nos métodos estatisticos aplicados a dados experimentais ou de levantamentos.



2. Dados estatisticos

Assim como na teoria dos conjuntos, uma populacéo fica compreendida pelo conhecimento de seus

elementos, aqui denominados genericamente de individues. Para entender a amplitude desses conceitos

tomemos alguns exemplos:

a)

b)

d)

A ficha médica de uma pessoa contém informagdes de interesse do médico e do paciente. O
conjunto de fichas constituem a populacdo dos clientes do médico. Cada ficha corresponde
efetivamente a um individuo. A informagdo contida nas fichas médicas podem ser de natureza
estatistica ou ndo. No caso da informacdo de particularidades pessoais ¢ familiares o0 médico
normalmente ndo usa de dados numéricos mas dados como altura, pressdo sangiiinea, peso, tipo
de sangue e resultados de exames clinicos sdo de natureza estatistica. Portanto o médico
normalmente €, pela propria natureza de seu trabalho, um pesquisador e coleta diariamente
dados estatisticos. Se ele vai usar os métodos estatisticos no seu trabalho ¢ uma outra estoria.
Um geneticista planta canteiros de milho ¢ anota numa caderneta de campo, apds certo tempo, o
peso das espigas, numero de espigas, altura da planta, composi¢do quimica e fisica das sementes
e outras variaveis de interesse do trabalho de pesquisa em andamento. Nesse caso o canteiro
corresponde a individuo, aqui melhor denominado de unidade experimental e os possiveis
canteiros de milho a populacéo de interesse. Evidentemente quanto maior o escopo da pesquisa
maior deve ser a diversidade de condi¢des dos canteiros experimentais.

Jogam-se dois dados distintos, um vermelho ¢ outro amarelo ¢ observam-se ¢ anotam-se certos
resultados dessa jogada: resultado do dado vermelho, a soma dos pontos, a diferenga entre o
maior ¢ o menor valor ocorrido, 0 maximo dos pontos obtidos, 0 minimo dos pontos, a distancia
entre os dados em centimetros e outras possiveis variaveis de interesse. A populagdo no caso
serdo todos as possiveis jogadas de dois dados e os individuos correspondem a cada um dos
resultados com suas variaveis. Fazendo uma comparacdo com a ficha médica diz-se que a ficha
de cada jogada de dois dados com as anotagdes dos resultados obtidos referentes as variaveis
citadas constituem-se a unidade experimental.

Um economista registra semanalmente o comercio exterior de um segmento da economia
anotando o volume de importagdes, o volume de exportagdes, o custo de transporte, a taxa de
juro praticada nos negdcios e demais variaveis de seu interesse. Essas fichas semanais
configuram-se nas unidades experimentais ¢ o conjunto de possiveis resultados semanais a

populagdo objeto do estudo.

O estudante ja pode perceber a amplitude de situagdes em que surgem dados possiveis de serem tratados

estatisticamente. Em resumo pode-se dizer que cada situagdo particular de pesquisa cientifica gera

automaticamente dados estatisticos.



3. Tipos de dados estatisticos

Tomemos como exemplo uma caderneta de campo de um engenheiro-florestal interessado na pesquisa de
qualidade de madeira para celulose e papel. Para seu trabalho esse engenheiro define como unidade
experimental um talhdo de um hectare. De cada talhdo ele coleta dados referentes a

a) Altura média das arvores

b) Didmetro a altura do peito (DAP)

¢) Volume de madeira

d) Teor de lignina

e) Numero de galhos pequenos

f) Susceptibilidade a nematoide

g) Qualidade da celulose

h) Cor da fibra

i) Resisténcia da fibra

O exemplo presente serve para ilustrar os varios tipos de dados usualmente encontrados. Esses dados podem

classificar-se em dados qualitativos ¢ dados quantitativos.

As variaveis f, g, e h sdo qualitativas e as demais quantitativas. A expressdo de um dado qualitativo faz-se
pela classificacdo do individuo numa de varias classes de uma categoria. Sio chamados também de dados
categorizados. Temos no exemplo a categoria cor dividida em classes de cor. A susceptibilidade ao nematdide
¢ outra categoria e positiva e negativa sao suas classes. A qualidade da celulose ¢ outra categoria e baixa,

média e alta podem ser as classes.

As varidveis quantitativas podem ser discretas ou continuas. As discretas sdo aquelas representadas por
nimeros inteiros como as contagens, pontuacdes etc. No exemplo o nimero de galhos é um dado inteiro. As
continuas sdo as representadas pelos nlimeros reais ndo enumeraveis, como peso, altura, porcentagem etc. No

exemplo as variaveis a, b, ¢, e d sdo continuas.

A importancia dessa classificagdo de dados estatisticos deve-se ao fato de que o tratamento matematico dessas
trés grandes classes de dados diferem entre si a ponto de serem tratados separadamente na literatura

especializada.

4. Estratégia de ensino da Estatistica

Vamos obedecer um dos mandamentos principais de Descartes em seu Discurso do Método ou seja que deve-

se sempre ao abordar um problema comegar pelo concreto para depois passar ao abstrato. Do particular para o

geral. Essa estratégia se bem usada normalmente ¢ mais didatica e mais objetiva e ¢ a que adotaremos neste



curso. Por exemplo, em seguida vamos abordar a analise de dados categorizados de onde nasce naturalmente

a idéia de probabilidade e o conceito de independéncia estocastica ou probabilistica.

5. Dados Categorizados

Populacio, Amostra, Eventos, Freqiiéncia relativa e Probabilidade.

Seguindo a orientago cartesiana comecemos com um exemplo (Mosteller, Rourke e Thomas): uma
prefeitura elaborou uma pesquisa cujo questionario de abordagem continha, dentre outras, as seguintes
perguntas:
1. A respeito da lei em discussdo na camara de vereadores proibindo barcos a motor na represa da
cidade o(a) senhor(a):
a) Concorda com a lei.
b) Discorda da lei.

¢) Sem comentarios.

2. Quanto a posse de barcos o(a) senhor(a):

a) Possui s6 barco a motor.
b) Possui s6 barco a vela.
¢) Possui barco a motor ¢ barco a vela.

d) Nao possui nem barco a vela nem a motor.

Nesse exemplo temos duas categoria de dados: a categoria “sobre a lei” com trés classes de respostas ¢ a
categoria “posse de barco” com quatro classes de respostas. Sao dados obtidos de multiplas escolhas, como ¢
usualmente conhecidos.

A forma de multipla escolha é a mais usual nas pesquisas de opinido de modo geral e o conjunto das

perguntas visa a coleta de informagdes necessarias para o diagndstico de uma situag@o em estudo.

Se a pesquisa for feita sobre todos individuos envolvidos no problema temos um censo, caso contrario se os
questiondrios limitarem-se a uma parte dos individuos temos uma ameostragem. Ao conjunto de todos os

individuos chamaremos de Populacio e qualquer parte dessa populacdo chamaremos de Amostra.
6. Tabela de Contingéncia ou de Dependéncia das Categorias
Uma tabela estatistica ¢ um resumo dos resultados de uma pesquisa disposta na forma retangular de linhas ¢

colunas. Dispomos nas linhas as classes de uma das categorias e nas colunas as classes da outra categoria. No

exemplo citado temos o seguinte resultado:



Opiniio de moradores sobre a lei de proibicio de barco a motor em 1960

Classe Motor Vela Vela e Motor Nenhum Total
A favor da lei 0 7 1 18 26
Contra a lei 20 2 3 5 30
Sem opinido 0 1 | 12 14
Total 20 10 5 35 70

Fonte: Mosteller, Rourke e Thomas: Probability with Statistical Applications

Uma tabela estatistica divide-se em trés partes: cabegalho, corpo e rodapé. O cabegalho responde as questodes:
Qué?, Onde? ¢ Quando? O corpo expressa em numeros o cruzamento de duas classes das respectivas
categorias em estudo e o rodapé completa informagdes adicionais diversas, como a fonte dos dados.

Os numeros da tabela desse exemplo sdo chamados freqii€ncias brutas, os totais sdo conhecidos como
freqiiéncias marginais da categoria e o total é conhecido por tamanho da ameostra ou tamanho da
populacio conforme for o caso.

Dividindo-se cada célula da tabela pelo total 70 obtemos as freqiiéncias relativas correspondentes:

Opinido de moradores sobre a lei de proibicio de barco a motor em 1960

Classe Motor Vela Vela e Motor Nenhum Total
A favor da lei 0 7/70 1/70 18/70 26/70
Contra a lei 20/70 2/70 3/70 5/70 30/70
Sem opinido 0 1/70 1/70 12/70 14/70
Total 20/70 10/70 5/70 35/70 1

Fonte: Mosteller, Rourke e Thomas: Probability with Statistical Applications

Caso a tabela fosse da populagdo e ndo apenas da amostra as freqiiéncias relativas passariam a chamar-se

probabilidades.

7. Probabilidade

Probabilidade ¢ uma funcdo matematica definida para eventos ou fatos de um experimento. Quando um

pesquisador realiza uma pesquisa ele estara fazendo um experimento ou experiéncia. Os fatos de uma

experiéncia nao podem ser antecipados com certeza e dizemos que os eventos decorrentes de uma experiéncia



sdo aleatérios. O limite da freqiiéncia relativa de um dado evento quando a amostra tende para a populagéo,

se existir, ¢ chamado de probabilidade desse evento.

Como na teoria dos conjuntos ha uma algebra de eventos:

a)
b)
©)
d)
e)

Se pelo menos um dos eventos A ou B ocorrem dizemos que AUB ocorre.
Se A ndo ocorre entdo dizemos que ~A ocorre.

Se ambos A e B ocorrem entdo dizemos que ANB ocorre.

Se um evento ocorre com certeza entdo chamamos de Q ou evento universo.

Se um evento ndo pode ocorrer chamamos de & ou evento vazio.

Dizemos que A ¢ B sdo eventos contraditorios ou incompativeis ou mutuamente exclusivos ou disjuntos

se a ocorréncia de A se realiza com a ndo ocorréncia de B e vice-versa, a ocorréncia de B determina

necessariamente a ndo ocorréncia de A. .As vezes para enfatizar que os eventos sdo incompativeis alguns

autores escrevem A+B no lugar na terminologia mais ampla AUB. Na tabela acima, como em qualquer tabela

de eventos, ha uma parti¢do do universo em 12 eventos incompativeis a saber:

LM LNV LMV LN
CnM CnV CnMV CnN
S~M SNV SAMV SAN

Onde L, C e S representam “Pela lei”, “Contra a lei” e “Sem comentario” e M, V, MV e N representam os

CEINNT3

eventos “a motor”, “a vela”, “a motor e a vela” e “nenhum”. A ocorréncia de qualquer um desses 12 eventos

>

pressupde a ndo ocorréncia dos demais. Podemos entdo escrever:

Q= LM + LV + LMV + LAN +
CAM + CnV  + CAMV  + CAN +
S"M  + SNV + S~A"MV  + SAN

L= LM + LV + LMV + LAN

C= CrM + CnV + CAMV  + CnN

S = S"M + SNV o+ SAMV  + SN



M = MANL + MnC + MnNS

A\ = VAL + vnC + VS

MV = MVAL + MVANC + MVAS

N = NNL + NNC + NAS
Q= M+ V + MV + N

Reservamos o nome particao para a unido disjunta de eventos. Da primeira das equacdes acima decorre que
qualquer possivel individuo da pesquisa caird numa e apenas numa das 12 células da tabela de contingéncia.
Na amostra observada 0 individuos s6 com barco a motor disseram sim a lei, 7/70 = 1/10 dos individuos s6

com barco a vela disseram sim a lei e assim por diante.

Os eventos L, C e S s@o eventos que se limitam a aplicacdo da lei, ignorando o tipo de barco que o individuo
tenha e quando queremos enfatizar esse carater dizemos que sdo eventos marginais. Nesse sentido os eventos
M, V, MV e N sdo também eventos marginais. Em contra partida os eventos como LNM etc. sdo chamados

eventos conjuntos pois sdo eventos produzidos pela ocorréncia simultanea de dois eventos.

8. A Func¢ao de Probabilidade

Seja E um experimento ¢ A e B dois eventos quaisquer definidos nesse experimento. A fungdo matematica P

tal que:

1) P(A) > 0 , para todo A
2) PQ) = 1
3) P(A|UAUA; ..) =P(A)) + P(Ay) + P(A3) + ..., sempre que A, Ay As, ...

forem eventos incompativeis

Podemos perceber no exemplo acima que a freqiiéncia relativa segue perfeitamente as regras da fungéo de
probabilidade. Na verdade se a populagdo de moradores se restringisse aos 70 individuos pesquisados a
freqiiéncia relativa de eventos ou combinac¢des de eventos torna-se a fung¢éo de probabilidade. Caso estejamos
lidando com uma amostra entdo dizemos que a freqiiéncia relativa estima a verdadeira probabilidade. No

exemplo escrevemos f, simbolizando a freqiiéncia referente a linha i e a coluna j e escrevemos p, paraa
probabilidade respectiva. Se n representar o total de individuos pesquisados entdo n p, sera a freqiiéncia bruta

da célula da linha i, coluna j.
Exercicio:

a) Qual a freqiiéncia relativa do evento W= {*“ Morador com barco a motor”}?



b) Qual a freqiiéncia relativa do evento V= {* Morador com barco a vela”}?
¢) Qual a freqiiéncia relativa do evento WNV?
d) Qual a freqiiéncia relativa do evento WUV?

¢) Mostre que no exemplo f{WUV)=f{W}+{{V}-f{WnV}.

A diferenca A-B ¢é definida pela expressdo An~B (o individuo pertence a A mas ndo a B). Dessa forma

podemos partir o evento unido AUB em (A-B)+(AnB)+(B-A). O diagrama de Venn ilustra bem esse fato:

Diagrama de Vennde A e B

onde AB significa AnB. Como os eventos sdo incompativeis podemos escrever, devido aos axiomas da

Probabilidade, que

P(AUB) = P(A-B)+P{ANB)+P(B-A)

P(A) = P(A-B)+P(ANB)

P(B) = P(B-A)+P(ANB)

P(A)+P(B) = P(A-B)+P(A~B)+ P(B-A)+P(AB)
P(A)+P(B) = P(AUB)+P(ANB)

Mostrando que em geral P (AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB). Somente quando os eventos sdo incompativeis temos

que P(AnB)=0, donde P(AUB)=P(A)+P(B).

Qualquer resultado obtido para probabilidades serve imediatamente para freqiiéncias relativas.

Eventos do tipo “pelo menos um de varios eventos” corresponde sempre a uma unido de eventos e é
necessario cuidado no calculo de sua probabilidade, pois é necessario cuidar dos eventos conjuntos ou eventos

de intersegdo.

Se tivermos 3 eventos A, B e C entdo podemos escrever
P(AUBULC) P([AUB]UC)=P(AUB)+P(C)-P([AUB]NC)
P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)-P([ANC]U[BNC])
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Mas, P([ANC]U[BNC]) = P(ANC)+ P(BNC)-P(AnBNC)
Donde,

P(AUBULC) = P(A)+P(B)-P(AnB)+P(C)- [P(ANC)+ P(BNC)-P(ANBNC)]
Ou ainda,

P(AUBULC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(ANC)- P(BNC)+P(AnNBNC)

No caso de trés eventos para que possamos obter a probabilidade da unido pela soma das probabilidades
desses eventos € necessario que todos os eventos conjuntos dois a dois ou trés a trés tenham probabilidades

nulas.

9. Freqiiéncias e probabilidades condicionais

No exemplo dado se restringirmos a pesquisa apenas as pessoas que opinaram isso vai alterar as freqiiéncias

relativas dos eventos,

Classe Motor Vela Vela e Motor Nenhum Total
A favor da lei 0 7/56 1/56 18/56 26/56
Contra a lei 20/56 2/56 3/56 5/56 30/56
Total 20/56 9/56 4/56 23/56 1

Temos uma nova fungéo de probabilidade relacionada a primeira, pois foi obtida da tabela anterior. O
conhecimento prévio de um certo evento pode portanto modificar nosso grau de informagéo a respeito de um

evento.

Seja E um evento onde P(E)=0 e A outro evento do experimento. Entdo a probabilidade condicional dado E
de A sera definida pela expressao:

P(A [E)=P(ANE)/P(E)  ou Pr(A)= P(ANE)/P(E)
Notem que o simbolo | ¢ diferente da barra de divisio / e realmente tem significado muito diferente. A
linguagem matemética deve ser precisa e os simbolos devem ser inequivocos. O Simbolo |E 16-se dado E

enquanto / 1é-se dividido por.

Complementando diriamos que um experimento associa-se a muitas fungdes probabilisticas dependendo do
grau de conhecimento que temos dos eventos que nele podem ocorrer. Uma informagdo adicional pode alterar

muito as probabilidades dos eventos do experimento.
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Transportado para freqiiéncias relativas essa definicdo estende-se de forma natural e chamamos de
freqiiéncias relativas condicionais. Considerando apenas os 70 moradores como populagdo alvo e fixando as

classes da categoria Lei teremos trés fungdes de probabilidades condicionais a saber:

Classe Motor Vela Vela e Motor Nenhum Total
A favor da lei 0 7/26 1/26 18/26 1
Contra a lei 20/30 2/30 3/30 5/30 1
Sem opinido 0 1/14 1/14 12/14 1

obtida calculando-se a primeira linha assim:

P(MIL) = P(MAL)/P(L) = (0/70)/(26/70)
P(VIL) = P(VAL)P(L) = (7/70)/(26/70)
P(MV [L) = P(MVAL)/P(L) = (1/70)/(26/70)
P(NIL) = P(NAL)P(L) = (18/70)/(26/70)

Exercicio: Verifiquem se as demais linhas estdo corretas.

Se fixarmos as classes da categoria Barco teremos mais quatro fungdes de probabilidades condicionais a

saber:

Classe Motor Vela Vela e Motor Nenhum
A favor da lei 0 7/10 1/5 18/35
Contra a lei 20/20 2/10 3/5 5/35
Sem opinido 0 1/10 1/5 12/35
Total 1 1 1 1

Obtida calculando-se a segunda coluna assim:

P(L V) = P(LNAV)/P(V)= (7/70)/(10/70)
P(C V) = P(CAV)/P(V)= (2/70)/(10/70)
P(SIV) = P(SAV)/P(V)= (1/70)/(10/70)

Do primeiro conjunto de condicionais podemos perceber como o conhecimento prévio de uma determinada

classe da categoria Lei muda as probabilidades dos eventos.

E importante entender como reconhecer uma fungdo de probabilidade ou também chamada funcéo de
distribuicio de probabilidades (f.d.p). Nesse exemplo, a partir de uma mesma pesquisa deduzimos varias
outras distribui¢des de probabilidades. Se soubermos que um morador ¢ a favor da lei a probabilidade de Ter
apenas barco a motor ¢ 0/26=0 mas se soubermos que um morador ¢ contra a lei entdo a probabilidade de ter

apenas barco a motor passa a ser de 20/30=2/3.
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10. Um exemplo bem matematico: Jogada de dois dados: Introducio a Variaveis Aleatérias.
Considere o experimento da jogada de dois dados, um vermelho e outro preto. Se tivermos uma categoria de
resultado com classes definidas por nimeros reais entdo estamos diante de uma variavel aleatéria. Por

exemplo neste experimento poderiamos estar interessados em:

a) X : No. de pontos do dado preto

b) Y : No. de pontos do dado vermelho.

¢) S =X+Y

d) D=X-Y

e) U=Max (X,Y)

f) V =Min (X,Y)

Tabela 1. Resultados possiveis das variaveis aleatorias X, Y,S,D,UeV
X y s d u v Probabilidad
e

1 1 2 0 1 1 1/36
1 2 3 -1 2 1 1/36
1 3 4 -2 3 1 1/36
1 4 5 -3 4 1 1/36
1 5 6 -4 5 1 1/36
1 6 7 -5 6 1 1/36
2 1 3 1 2 1 1/36
2 2 4 0 2 2 1/36
2 3 5 -1 3 2 1/36
2 4 6 -2 4 2 1/36
2 5 7 -3 5 2 1/36
2 6 8 -4 6 2 1/36
3 1 4 2 3 1 1/36
3 2 5 1 3 2 1/36
3 3 6 0 3 3 1/36
3 4 7 -1 4 3 1/36
3 5 8 -2 5 3 1/36
3 6 9 -3 6 3 1/36
4 1 5 3 4 1 1/36
4 2 6 2 4 2 1/36
4 3 7 1 4 3 1/36
4 4 8 0 4 4 1/36
4 5 9 -1 5 4 1/36
4 6 10 -2 6 4 1/36
5 1 6 4 5 1 1/36
5 2 7 3 5 2 1/36
5 3 8 2 5 3 1/36
5 4 9 1 5 4 1/36
5 5 10 0 5 5 1/36
5 6 11 -1 6 5 1/36
6 1 7 5 6 1 1/36
6 2 8 4 6 2 1/36
6 3 9 3 6 3 1/36
6 4 10 2 6 4 1/36
6 5 11 1 6 5 1/36
6 6 12 0 6 6 1/36
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Um jogo de dados “honestos” ¢ um experimento tdo simples que nao sera preciso nem dados estatisticos para
conhecermos as probabilidades dos eventos associados a tal experimento. Podemos entdo dizer que ¢é possivel
criar um modelo estocastico ou modelo probabilistico desse experimento. Para tal necessitamos apenas criar
uma fungdo de probabilidades aceitavel. Consideremos os possiveis resultados (X,Y) desse experimento
contidos no universo da pesquisa :
Q={ (LI1),(1,2),(1.3), (1,4), (1,5), (1,6),

(2.1),(2,2), (2,3), 24, (2.5), (2.6),

(3.1, (3,2), (3.3), 34, 3.5), (3.6),

(4.1), (4.2), (4.3), (4.4, (4.5), (4.6),

(5.1), (5,2), (5,3), (5.4), (5.5), (5.6),

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6.5), (6,6) }
e vamos atribuir 1/36 como a probabilidade de qualquer resultado de Q. Podemos demonstrar que essa
definigdo satisfaz aos 3 axiomas citados e podemos usar esse modelo para calcular a probabilidade de

qualquer evento do experimento da jogada de dois dados honestos.

Deduzir a distribui¢ao de probabilidades de uma variavel aleatoria X ¢ obter seus possiveis valores (espago
amostral de X) e suas respectivas probabilidades. Para obter as distribuigdes de X, Y, S, D, U e V podemos
organizar a tabela auxiliar vista acima, onde as seis primeiras colunas referem-se as variaveis aleatorias de
interesse e a sétima coluna refere-se a probabilidade dos resultados possiveis. Cada uma das 36 linhas refere-
se a um resultado possivel em particular Decorre dessa tabela auxiliar a distribui¢@o de todas as seis variaveis.

A saber:

x P(x) y P(y) u P(u) v P(v)
1 6/36 1 6/36 1 1/36 1 11/36
2 6/36 2 6/36 2 3/36 2 9/36
3 6/36 3 6/36 3 5/36 3 7/36
4 6/36 4 6/36 4 7/36 4 5/36
5 6/36 5 6/36 5 9/36 5 3/36
6 6/36 6 6/36 6 11/36 6 1/36
Total 1 1 1 1

s P(s) d P(d)

2 1/36 -5 1/36

3 2/36 -4 2/36

4 3/36 -3 3/36

5 4/36 -2 4/36

6 5/36 -1 5/36

7 6/36 0 6/36

8 5/36 1 5/36

9 4/36 2 4/36

10 3/36 3 3/36

11 2/36 4 2/36

12 1/36 5 1/36

Total 1
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Exercicio: Considerando-se o experimento dos dois dados, obtenha a distribui¢do das varidveis aleatérias:

a) L=2X+Y b) Q=XY
11. Teorema do Produto de Probabilidades

Da expressio P(A [E)=P(ANE)/P(E) resulta que
P(ANE)=P(A [E) P(E),
uma férmula para obter-se a probabilidade da ocorréncia conjunta de dois eventos. Para trés eventos teremos
P(ANENM) = P(ANE M) P(M).
Mas aplicando essa formula recursivamente teremos
P(ANE M) = P(A | MNE)P(E IM) ou Py(ANE)=Py~x(A)Pw(E)
Resultando
P(ANENM) = P(A | EnM) P(E M) P(M)

donde valerdo também as demais cinco expressdes semelhantes ao mudar a ordem dos eventos:

P(ANE~M) = P(A | EAM) P(M [E) P(E)

P(ANENM) = P(E | ANM) P(A M) P(M)

P(ANENM) = P(E | AnM) P(M |A) P(A)

P(ANE~M) = P(M | AnE) P(A [E) P(E)

P(ANE~M) = P(M | ANE) P(E |A) P(A)
Exercicio: O aluno deve tentar escrever uma das formulas da probabilidade da ocorréncia simultanea de

quatro eventos A, B, C e D. Quantas formulas equivalentes teriamos?

a) Considere uma caixa com 9 bolas sendo 4 brancas, 3 pretas e 2 vermelhas. Um experimento consiste em
retirar em seqiiéncia 3 bolas, sem reposi¢ao dessas bolas a caixa. Qual a probabilidade de sair uma
seqiiéncia de bolas de cores distintas?

Nomeemos os eventos “saida de branca”, “saida de preta” e “saida de vermelha” por B,Ne Ve
indiquemos a numeragao das letras como sendo a ordem de retirada da bola. Chamemos de T o evento
saida de bolas com trés cores distintas. Entdo as seis seqiiéncias componentes de T podem ser expressas

pela equagao

T=B,NN2NV)+(B NV,N"N)+(N,"B,"V))+(N,NV,NB)+ ¥, NB,N"N;)+(V,NN,NB;)
onde, por exemplo, B V¥, ~N, significa “sair branca na primeira retirada” e “sair vermelha na segunda

retirada” e “sair preta na terceira retirada” e a soma de eventos indicando a unido de eventos
incompativeis, pois qualquer das seqiiéncias s6 pode ocorrer se as demais ndo ocorrerem. Pelo axioma 3

podemos escrever:
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P(T)=P(B,N\N,2nV,)+P(B, "V, \N;)+ P(N, "B, "\V;)+ P(N, "V, "\B,)+ P(V, "B, "N;)+ P(V, "N, N By)

Calculando os componentes da soma pela probabilidade da interse¢do de trés conjuntos, temos:

P(BlmszVz):P(Bl)P(Nz ‘BI)P(V3|BlmNz)

P(N, "B, "V;) = P(N)P(B,| N)P(V; [N, N B,)

3 4 2 1
=—X—X—=—o
9 8 7 21
como os demais componentes correspondem a permutagdes dos numeradores, resulta que

PT)=6x—=2 -2
21 21 7

Exercicio: O estudante nesse ponto deve tentar calcular a probabilidade de nesse experimento sair

a) A = “branca como segunda bola”
b) B =‘“exatamente duas bolas pretas”
c) AmB

d) AUB

12. Distribuicdo Conjunta de Variaveis Aleatérias: Distribuicoes Conjuntas, Distribui¢coes Marginais e

Distribui¢coes Condicionais.

Considere o experimento da jogada de dois dados. Vimos como obter as distribui¢des das variaveis

individualmente. Em seqiiéncia vamos obter a distribui¢do conjunta de pares de variaveis aleatorias.
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Tomemos, por exemplo, o par S e D. A distribui¢do conjunta de S e D pode ser obtida da tabela 1 somando-se

as probabilidades dos possiveis pares de valores de S e D, obtendo-se a tabela 2 seguinte:

Tabela 2. Distribui¢cdo Conjunta de S e D

d -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 P(s)
$
2 0 0 0 0 0 1/36 0 0 0 0 0 1/36
3 0 0 0 0 1/36 0 1/36 0 0 0 0 2/36
4 0 0 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 0 0 3/36
5 0 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 0 4/36
6 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 5/36
7 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 | 6/36
8 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 5/36
9 0 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 0 4/36
10 0 0 0 1/36 0 1/36 0 1/36 0 0 0 3/36
11 0 0 0 0 1/36 0 1/36 0 0 0 0 2/36
12 0 0 0 0 0 1/36 0 0 0 0 0 1/36
Pd) 1/36 2/36 3/36  4/36  5/36  6/36  5/36 4/36  3/36  2/36  1/36 1
Podemos obter as distribuicdes condicionais de S dado D ¢ D dado S (tabelas 3 ¢ 4).
Tabela 3. Distribui¢cdo Condicional de S dado D
d -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 P(s)
$
2 0 0 0 0 0 1/6 0 0 0 0 0 1/36
3 0 0 0 0 1/5 0 1/5 0 0 0 0 2/36
4 0 0 0 1/4 0 1/6 0 1/4 0 0 0 3/36
5 0 0 1/3 0 1/5 0 1/5 0 1/3 0 0 4/36
6 0 12 0 1/4 0 1/6 0 1/4 0 12 0 5/36
7 1 0 1/3 0 1/5 0 1/5 0 1/3 0 1 6/36
8 0 12 0 1/4 0 1/6 0 1/4 0 12 0 5/36
9 0 0 1/3 0 1/5 0 1/5 0 1/3 0 0 4/36
10 0 0 0 1/4 0 1/6 0 1/4 0 0 0 3/36
11 0 0 0 0 1/5 0 1/5 0 0 0 0 2/36
12 0 0 0 0 0 1/6 0 0 0 0 0 1/36
Total 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Tabela 4. Distribuicao Condicional de D dado S

d -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 Total
s
2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 172 0 1/2 0 0 0 0 1
4 0 0 0 1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 1
5 0 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 0 1
6 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1
7 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 1
8 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1/5 0 1
9 0 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 0 1
10 0 0 0 1/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 1
11 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 0 0 1
12 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
Pd) | 1736 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36  4/36  3/36  2/36  1/36 1

As tabelas 3 e 4 permitem responder perguntas como P(D=3|S=4), P(S>4|D=2) etc. Observando os dois

conjuntos de distribuigdes condicionais deduzimos que a distribuicdo da soma S pode se alterar muito

dependendo do conhecimento ou ndo do valor da diferenga D. Essa falta de uniformidade das distribui¢des

condicionais ¢ que determina o conceito de dependéncia probabilistica entre as variaveis aleatérias S e D.

Tabela5  Distribuicio conjunta de Xe Y
y 1 2 3 4 5 6 P(x)
X
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
P(y) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
Tabela 6 Distribuicoes condicionais de X dados Y=1, Y=2, ..., Y=6
y 1 2 3 4 5 6 P(x)
X
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
2 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
3 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
4 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
5 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Total

1

1

1

1

1

1
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Tabela 7 Distribuicoes condicionais de Y dados X=1, X=2, ... , X=6

y 1 2 3 4 5 6 Total
X
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
2 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
3 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
4 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
5 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
P(y) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

Em contrapartida as tabelas 5 e 6 indicam que as distribui¢cdes condicionais de X dado Y=y sdo idénticas a
marginal (ou incondicional) de X e as distribui¢cdes condicionais de Y dado X=x sdo idénticas a marginal (ou
incondicional) de Y, definindo X ¢ Y como variaveis aleatorias independentes e nesse caso temos

que P(X =x,Y =y)=P(X =x)x P(Y = y) para todo par (X,y).
13. Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes

Consideremos Q=P+ P, + --- + P, uma parti¢ao do espago amostral, significando como ja vimos uma unido
exaustiva e mutuamente exclusiva. Considere E um evento qualquer de Q. Entdo

PB)=P{EN(P,+P,++P)}=P(ENB)+P(ENP)+---+P(ENP)
P(E)=P(P,)- P(E|R)+P(P,)- P(E|P,)+---+ P(P,)- P(E|P)

portanto a probabilidade de um evento E pode ser obtida pela média ponderada das probabilidades
condicionais desse evento E dadas cada uma das condi¢des definidas pela particdo realizada. Esse resultado ¢
chamado de teorema da probabilidade total. Tomemos um exemplo ilustrativo: temos 2 duas urnas: U; com
6 bolas brancas e 4 vermelhas e U, com 4 bolas brancas e 6 vermelhas. Sorteamos uma urna e tiramos uma
bola. Qual a probabilidade de sair uma bola branca? Seja E o evento “sair bola branca”, P; o evento “escolher
urna 1”e P, o evento “escolher urna 2”. Pela mesma construgdo acima descrita teremos Q=P ;+P,,

P(P,)=P(P,)=1/2, P(E|P,)=6/10 e P(E|P,)=4/10, donde

ppy Sl 411
10 2 10 2 2

Modifiquemos o exemplo de forma a escolher a urna 1 caso a jogada de um dado regular saia 5 ou 6 ¢

escolher a urna 2 nos outros casos. Nesse caso P(P;)=1/3 e P(P,)=2/3 resultando que

p(E):i.l+i.E:6_M:£:l
10 3 10 3 30 30 15
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A férmula da probabilidade total permite o calculo de probabilidades de eventos em etapas o que em regra

geral facilita o raciocinio.

Outros exemplos de aplica¢do do teorema da probabilidade total constam das tabelas de distribui¢oes
condicionais de S dado D e D dado S. Podemos observar que P(s) ¢ igual a média das probabilidades
condicionais P(S=s|D=d) ponderadas pelas probabilidades marginais P(d). De forma analoga P(d) ¢ igual a

média das probabilidades condicionais P(D=d|S=s) ponderadas pelas probabilidades marginais P(s).
Consideremos o problema geral em que os dados conhecidos sejam

P(E[P)), P(E|P,), ..., P(E[P)
P(Pl)a P(PZ)a P(Pl)s

e desejamos calcular P(P|E), P(P,|E), ..., P(P{E). Poderiamos interpretar esse problema classico como aquele
em que sdo dados as probabilidades de um certo evento E sob varias condi¢des Py, Py, ..., P; e quer-se obter as
probabilidades das condi¢des dada a ocorréncia do evento E. Esse ¢ chamado de problema bayesiano ou

problema da probabilidade das hipdteses ou ainda problema da inversdo das probabilidades condicionais.
Usando o teorema da probabilidade total teremos

P(B.NE)

PRI ==

_ P(P)-P(E|P)
~ P(B)-P(E|R)+P(P,) P(E|P)) +++ P(R) P(E|P)

P(F,| E)

para i=12,---,t

A féormula acima é conhecida como formula de Bayes.

Exemplo: Uma doenga atinge 5% de uma populacdo. Um pesquisador inventou um teste clinico com as
seguintes caracteristicas: o teste d4 negativo em 80% dos individuos isentos da doenga e dé positivo para 90%
dos individuos efetivamente doentes. Portanto as probabilidades dos dois tipos de erros sdo, respectivamente,
20% e 10%. Chamando de S o evento “Individuo é sadio” , de D o evento “Individuo é doente”, + o evento

“Teste positivo” e — o evento “Teste negativo” teremos, na linguagem probabilistica:
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P(-18)=0.80 P(+]5)=0.20 P(+|D)=0.90 P(-|D)=0.10
Um individuo dessa populagdo tomado ao acaso realiza o teste e, € claro, ndo se sabe se esse individuo ¢
doente ou sadio. A pergunta é: se o teste realizado da positivo, qual a probabilidade desse individuo ser
realmente doente?. A pergunta complementar é : se o teste foi negativo, qual a probabilidade desse individuo
ser sadio? Matematicamente dizendo quer-se P(D|+) e P(S|-) . Esse como inimeros outros ilustram a

aplicagdo da formula de Bayes.

Solucio: Q=D+S,Na primeira questdo o evento + toma o lugar de E e na Segunda questdo — toma o

lugar de E na formula geral. Assim temos:

P(D|4) = P(D)-P(+|D) _ 0.05-0.90 _ 0,191
P(D)-P(+| D)+ P(S)-P(+|S)  0.05-0.90+0.95-0.20

P(D)-P(—| D)+ P(S)-P(—|S) 0.05-0.10+0.95-0.80

Esse resultado deve surpreender a muitos pois um teste aparentemente “bom’ mostra-se um teste fragil ao
indicar somente 19,15% dos individuos como doentes quando acusa resultado positivo ou, de uma outra
forma, 81,85% dos individuos positivos para o teste serdo sadios. Por outro lado verifica-se que para indicar a
sanidade de um individuo o teste ndo ¢ mal pois dos individuos negativos para o teste 99,35% sdo sadios e

apenas 0.65% sdo doentes.

Pensem nesse problema e descubram o falso paradoxo!
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Exemplo: As estatisticas da Policia de uma cidade indicam que 70% dos acidentes de carro ocorrem no fim-

de-semana (evento F) e 30% num dia normal (evento N). Um criminalista estudou o grau alcoolico de

motoristas acidentados e obteve os resultados do lado esquerdo da tabela seguinte:

Tabela 8 Distribuicdes de freqiiéncias do grau alcodlico por categoria de dia e a Regra de decisdo

decorrente da formula de Bayes

X P(X=x|N) P(X=x|F) P(X=x) P(N|X=x) P(F|X=x)
0 0,05 0 0,015 1 0

1 0,10 0 0,030 1 0

2 0.20 0 0.060 1 0

3 0.30 0 0,090 1 0

4 0.20 0,05 0,095 0,630 0,370
5 0,10 0,10 0,100 0,300 0,700
6 0,05 0,20 0,155 0,097 0,903
7 0 0,30 0,210 0 1

8 0 0,20 0,140 0 1

9 0 0,10 0.070 0 1
10 0 0,05 0,035 0 1

1 1 1

Usando a féormula de Bayes, obter uma regra de decisao a respeito do tipo de dia que um acidente ocorreu,

conhecido o grau alcodlico do motorista.

Solucio:

Primeiramente calculemos P(X=x) que ¢ o denominador da férmula de Bayes para esse

caso. Teremos a aplicagdo da formula da probabilidade total. Observe que a probabilidade total ou também

chamada probabilidade marginal corresponde a média ponderada das probabilidades condicionais:

P(X =x)=P(F)-P(X =0|F)+ P(N)-P(X =0| N)

P(X =0)=0,70-04+0,30-0,05=0,015
P(X =1)=0,70-0+0,30-0,10 = 0,030
P(X =2)=0,70-0+0,30-0,20 = 0,060
P(X =3)=0,70-0+0,30-0,30 =0,090
P(X =4)=0,70-0,05+0,30-0,20 = 0,095

etc.
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ficando os resultados completos na quarta coluna da tabela acima. Pela formula de Bayes temos:

P(N|X =k)= P(N);)(()iz)k M —012...10

obtendo sucessivamente,

03-005 _ 0,015 _

P(N| X =0)= = =
0,015 0,015
PV| X =1)= 03-010 _ 0,030 _
0,030 0,030
PV X =2)= 03:020 _ 0,060 _
0,060 0,060
POy |y — 3y 03:030 009
0,090 0,090
POV |X =4)= 03:0.20 0060 _, .
0,095 0,095
0,1
p(N|X:5):M:M:0,300
0,00 0,100
PV X =6)= 23005 0030 697 ege,
0,155 0,155

completando os resultados na Quinta coluna da tabela acima. Na tltima coluna da tabela temos a
probabilidade do evento complementar F dados os diversos valores de X. Temos entdo uma regra de decisio
para o criminalista: se um motorista acidentado de carro tiver teor alcodlico igual ou superior a sete pode-se
concluir com certeza probabilistica que o acidente ocorreu num fim-de-semana; caso o teor seja igual ou
inferior a trés a certeza probabilistica é de que o acidente ocorreu num dia normal. Se o resultado do grau
alcodlico estiver entre quatro e seis estamos numa zona de incerteza, ficando a critério do criminalista julgar o
dia da semana do acidente com base nas probabilidades “a posteriori” 0,630, 0,300 ¢ 0,097 para X=4, X=5¢
X=6 respectivamente. Nesses casos hd sempre margem de erro nas decisdes, porém conhecidas do
criminalista. Esse enfoque de tratamento estatistico constitui o fundamento da Estatistica Bayesiana em

contraste com a Estatistica Classica.

Completando diremos que os exemplos acima mostram razdes da importancia da formula de Bayes na
pesquisa cientifica. Em areas em que uma estratégia de decisdo ¢ fundamental como em apostas de sucessos
de diretrizes economicas a Estatistica Bayesiana ¢ preferivel a Estatistica Classica. Neste curso ndo
avancaremos nos principios bayesianos da Estatistica, ficando essa area para cursos mais especializados de

mestrado e doutorado.
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14. Distribuicdes Geométrica, Binomial e Binomial Negativa.
Principios de Contagem

Considere 5 marcas de sabonete e 6 marcas de pasta de dente. Teremos 5-6=30 pares diferentes de (sabonete,

pasta de dente). Se a ordem importar entdo teremos 2-30=60 possibilidades.

Considere as 5 marcas de sabonete. De quantas maneiras posso escolher 3 marcas distintas? Como temos 5
possibilidades de primeira escolha e 4 possibilidades de segunda escolha e 3 de terceira escolha resultam 5-4-3
possibilidades considerando a natureza e a ordem dos itens como critérios diferenciadores. Enumerando os 60

casos:

123,132,213,231,312,321 124,142,214241,412,421  125,152,215,251,512,521

134,143,314,341,413,431 135,153,315,351,513,531 145,154,415,451,514,541

234,243,324,342,423,432  235,253,325,352,523,532 245,254,425,452,524,542
345,354,435,453,534,543

Para a enumeragdo tomamos primeiro os itens de natureza diferentes que sdo as combinacdes de 5 itens
tomados 3 a 3 e permutamos estes segundo todas as ordens possiveis (permutacdes de 3 itens) obtendo

todos os arranjos de 5 itens tomados 3 a 3. Simbolicamente,

4,=C, P,
Usando a notagao fatorial temos no caso particular do exemplo:

oA 543 s

TP 123 3

e no caso geral,

A_,f_ nm-Dn-2)..(n-k+1) n!
P 123k K (n—k)!

k

Ct=

Uma aplicagdo importante dessa formula é o bindmio de Newton escrito assim:

(@+b)" =b" +Clab™" +Ca*h"* + C2a'b"™ +.+ C'a" b +a”

Nos casosemque a=p e b=g,taisque p>0, ¢>0 e p+q=1, teremos:
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3.3 _n-3

I=(p+q)" =q"+C,pq"" +C.p’q"" +C,p’q" " +.4C, " p"'q+p"

onde temos n+1 termos positivos somando 1.

Uma interpretagdo relevante de combinagdes poder ser obtida quando queremos obter os modos de colocar

trés letras A (e duas letras b) em 5 posic¢des . Teremos os 10 casos seguintes:

AAADL & 123
AAbAb < 124
AAbbA & 125
AbAAb < 134
AbAbA & 135
AbbAA < 145
bAAAb < 234
bAAbA & 235
bAbAA < 245
bbAAA & 345

correspondendo exatamente as dez combinagdes obtidas anteriormente pois os nimeros sdo compostos de

digitos indicadores das posi¢des das letras A’s nas cinco posigdes disponiveis.

Amostra aleatdria independente

Ao escrevermos X,,X,,---,X,como uma amostra aleatoria independente significamos que repetimos, sob

condigdes idénticas, n experimentos ¢ neles estamos observando uma varidvel aleatéria X . Esses
experimentos poderiam ser a jogada de um dado regular e as n variaveis definidas pelo nimero de pontos

obtidos em cada uma de n jogadas. As distribui¢des probabilisticas de X ,ji=12,..,n serdo idénticas e

independentes. Neste caso,
1 .
P(X,.:k):g para k=12,---6 e i=12,---,n

A independéncia permite calcular a probabilidade conjunta de eventos pelo produto das probabilidades

individuais desses eventos. Por exemplo,
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S

P(X,=3,X,#6)=P(X,=3)-P(X, #6)= -

15
6 6
Uma prova ou experimento chama-se prova de Bernoulli caso nessa prova esteja definido apenas um evento

E de interesse. Numa prova de Bernoulli temos

P(E)=p e P(E)=1-p=¢q
Uma seqiiéncia de n provas idénticas e independentes de Bernoulli pode ser escrita da seguinte forma:

E,E,;E,—2 5P

Vejamos alguns exemplos para fixar esses conceitos:

Exemplo (Distribuicio Geométrica) Obtenha a distribui¢do do numero de tentativas N, necessarias

para sair o primeiro niimero 6 numa amostra aleatoria independente com tamanho indefinido.

Solucéo: Chamemos de 6 ¢ 6 a ocorréncia e a ndo ocorréncia do 6 numa tentativa. Temos entdo que

P(6) :é e P(6)= %, donde pela independéncia das tentativas,

P(N,=3)=P(6n6n6)=—.>. 1

1 - 1
P(Nl_l)_P(6)_E P(N, =2)=P(6n6) = E 22

|

k-1
Generalizando tem-se pois P(N,=k)= (—] % k=123,

Essa distribuigdo ¢ chamada de distribuiciio geométrica. Decorre esse nome de uma demonstragio
probabilistica para o limite da soma parcial uma progressdo geométrica, pois

como a soma das probabilidades deve ser 1, obtemos

donde,

ou seja,
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Se chamarmos de p a probabilidade de falha e de q a probabilidade de sucesso de um equipamento num dia,
entdo NV, pode ser interpretada como o numero de dias decorridos até que a primeira falha do equipamento

ocorra. Seguindo os mesmos passos chegaremos a distribuicdo geométrica dessa variavel aleatoria:

P(N, :111):q""l cpn =12,

e a demonstragdo de que

l+qg+q¢° +¢° e
1-¢

g
lim ) ¢ =—

s Za: I-¢

de forma probabilistica.

Exemplo (Distribui¢ao Binomial)Numa amostra aleatéria independente observam-se n provas de Bernoulli
onde P(E)=p ¢ P(E) =1- p=gq . Obtenha a distribui¢do do nimero K de ocorréncias de £. Na linguagem de

eventos pOdeOS escrever:
Q=(E +E)N(E, +E2) " (E, + Es)v-(E, +E.)

isto é, com certeza o evento ocorre sO na primeira vez, ocorre s6 na segunda vez, ocorre so na terceira vez,
ocorre apenas na primeira e na segunda vez, etc. Distribuindo essas intersegdes teremos:

Q= ENnE,~-nNE

n—1

NE +

Er NE,~-NE_NE +

-+
EnNnE,n-nNE_, NE.+

E\NE: ~-NE +E +

_

ENE, A Ew NE, +

El ﬁEz ('\---('\Enfl ('\En

isto ¢, interpretando na algebra de eventos, Q= (E + E)", resultando:



27

3 _n-3

PQ)=p"+Cgp" +Clq’p" +Cq’p"” +.4C7'q" ' p+q" =1

ou seja, sera 1 a soma da probabilidade de ocorrerem n vezes o evento E mais a probabilidade de ocorrerem
n-1 vezes mais a probabilidade de ocorrerem n-2 vezes até a ultima parcela que sera a probabilidade de ndo
ocorréncia de E em nenhuma das n vezes. Desse raciocinio decorre entdo a distribuicdo binomial de

probabilidades:

P(K =k)=C!p*q"*k=012;-n

Exemplo. (Distribui¢io Binomial Negativa) Seja { £,,E,,---,E, ,--- } uma seqiiéncia de provas
idénticas e independentes de Bernoulli com probabilidade p de ocorrer o evento E. Vamos obter as
a

distribui¢des de N, N3, ... , Ny, 0s nimeros necessarios de provas para que ocorra o evento E pela 22, 32, ... v®

vez, respectivamente.

Comecemos por N»: os possiveis valores de N, serdo 2, 3, 4, ..., k, ....O espago amostral dessas provas

induzido por N, e as probabilidades serdo dadas pela tabela seguinte:

n; ® P(w) P(Ny=ny)
2 EE p2 p2

3 EEE P’q

3 EEE rq 2p’q
4 EEEE r'q’

4 EEEE r'q’

4 EEEE r'q’ 3’
5 EEEEE r'q’

5 EEEEE r'q’

5 EEEEE r'q’

5 EEEEE r'q’ 4p’q’

Da construcdo acima resulta que

P(N, =n,) = C,Llpzq”z’2 ,paran, =2,3,4,5,...

Avancemos para Nj: os possiveis valores de N serdo 3, 4, 5, ..., k, .... A tabela seguinte mostra a distribui¢ao

de N3:
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k ) P(w) P(N3;=k)
3 EEE P cp
4 EEEE qr’

4 EEEE ar’

4 EEEE qr’ Gp’
5 EEEEE q’p’

5 EEEEE q’p’

5 EEEEE q'p’

5 EEEEE q'p’

5 EEEEE q'p’

5 EEEEE q’p’ Cq’p’

Obtemos nesse caso a expressdo P(N, =k)=C; ¢ p’

Para o caso geral N, vamos, pelo mesmo caminho, obter a formula geral da distribuicdo binomial negativa:
P(N,=k)=Cq""p",parak =v,y + 1,y +2,-+
ou

P(N, =k)= C,f:llq""'pv,parak =vy+lv+2,---

De forma probabilistica obtemos que

1= Zm:Cff{’qk’“p”

k=v
2

l=p"+Ciq p' +C,¢°p" +C ¢’ p" +-

Fatorando p’, lembrando que p=1-g e passando para o lado esquerdo, temos

T 1+Clg +Cluq" +Coq +-

(I1-¢)" =1+Clq +C.,¢*+C’,q* +-

v+l

que representa a extensdo do bindmio de Newton para expoente negativo, justificando a denominagdo da

distribuig¢do de N;.




15. Problemas para Revisao

Problema 1

U =Max(X,Y) e V =Min(X,Y) e as distribuicdes marginais decorrentes. Apos isso calcule P(V >3;U <5),

Considere a jogada de dois dados regulares. Obtenha a distribui¢@o conjunta de

P(V=3) e PUSS).
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Resposta
A distribuicdo conjunta de Ue V
\%
1 2 3 4 5 6 P(u)
u
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 2/36 1/36 0 0 0 0 3/36
3 2/36 2/36 1/36 0 0 0 5/36
4 2/36 2/36 2/36 1/36 0 0 7/36
5 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 0 9/36
6 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 11/36
P(v) 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 1
P(V23;Us5):% P(V23):g P(USS):%
Problema 2 A distribuigdo conjunta de X e Y esta apresentada na seguinte tabela:
1o 3 4 6 9 P(x)
X
1 1/24 1/24 2/24 1/24 1/24 6/24
2 1/24 2/24 3/24 2/24 1/24 9/24
3 0 1/24 2/24 1/24 0 4/24
4 1/24 1/24 1/24 1/24 1/24 524
P(y) 3/24 5124 8/24 524 3/24 24/24
a) Obtenha as distribui¢des da soma S =X +Y e do modulo da diferenga D =| X —Y |, separadamente.

b)
c)

Faga o histograma dessas distribui¢des. Calcule P(S<4) ¢ P(D>3).

Calcule os dois conjuntos de distribui¢des condicionais Px(y) € Py(x).

Com base no item b) discuta a independéncia ou ndo das variaveis aleatérias X e Y.




Resposta
Distribui¢do da soma S=X+Y
s 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | Total
P(s) | 1/24 | 2/24 | 4/24 | 524 | 4/24 | 3/24 | 1/24 | 224 | 1/24 | 0 1/24 1
Distribuigdo de D=|X-Y|
D 0 1 2 3 4 5 6 7 8 | Total
P(d) | 3/24 | 6/24 | 6/24 | 3/24 | 2/24 | 2)24 | 0O 1/24 | 1/24 1
P(S<4)=1/8 P(D>3)=3/8
Distribui¢des condicionais P,(y)
Y 2 3 4 6 9 Total
X
Pi(y) 1/6 1/6 2/6 1/6 1/6 1
Px(y) 1/9 2/9 3/9 2/9 1/9 1
Ps(y) 0 1/4 2/4 1/4 0 1
Py(y) 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1
P(y) 3/24 524 8/24 524 3/24 1
Distribui¢des condicionais Py(x)
y
- Pa(x) P3(x) Py(x) Pg(x) Py(x) P(x)
1 1/3 1/5 2/8 1/5 173 6/24
2 1/3 2/5 3/8 2/5 1/3 9/24
3 0 1/5 2/8 1/5 0 4/24
4 1/3 1/5 1/8 1/5 1/3 524
Total 1 1 1 1 1 1

Como as condicionais ndo sio iguais como fungdo, X e Y sdo dependentes

30
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Problema 3 Considere a variavel aleatoria 7;, o tempo gasto pelo trabalhador 1 para realizar uma certa

tarefa, com a seguinte distribuicao:
1 3
P(T, =2k +3) = c;{ﬂ ,para k=012 e3

a) Calcule P(7,<7), P(T,>25)e P(|T,-6[<1).
b) Dois trabalhadores 1 e 2 sdo convocados para realizar duas tarefas seqiiencialmente. Qual a distribuigdo

do tempo total gasto pelos dois (7 =7, +7,) ? (Suponha que haja independéncia entre os tempos de cada

um).

Resposta

Distribuicées Marginais (pela formula) e Conjunta (pela independéncia)

t
3 5 7 9 P(t)
T,
3 1/64 3/64 3/64 1/64 1/8
5 3/64 9/64 9/64 3/64 3/8
7 3/64 9/64 9/64 3/64 3/8
9 1/64 3/64 3/64 1/64 1/8
P(ty) 1/8 3/8 3/8 1/8 1
PTEn=1  P@E9-l p(n-slsn=3
Valores de T=T+T, (Tabela auxiliar)
t
3 5 7 9
Tl
3 6 8 10 12
5 8 10 12 14
7 10 12 14 16
9 12 14 16 18
t 6 8 10 12 14 16 18 Total
P(t) 1/64 6/64 15/64 20/64 15/64 6/64 1/64 1

Problema 4 Uma turma tem 6 mulheres e 4 homens. Seis pessoas sdo sorteadas para uma comissao.
Obtenha a distribui¢@o de probabilidades do nimero K de mulheres presentes numa comissdo. Apos, obtenha

P(K <5).
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Resposta: Como ¢ 6 o tamanho da comissdo, o menor nimero de homens nela sera 2. O espaco amostral

sera Q={2,3,4,5,6) . Como nao pode haver repeticdo de membro da comissdo teremos:

Distribui¢ao do nimero K de mulheres na comissao

k P(K=k)
2 4
c:.c
6 4 _15
P(K=2)= ==
2 (K =2) 6 210
10
3.3
c.c
3 P(k=3=—64_80
c6 210
10
4 2
ct-c
6 4 _9
4 P(K=4)= -
6 210
o
5. Al
c-c
6 4 _ 24
P(K=5)= =
5 (K=3) 6 210
10
6 0
C
6 4 _ 1
P(K=6 =
6 ( ) 3 210
10
Total 1

Uma distribuigdo desse tipo ¢ chamada Distribui¢io Hipergeométrica.

Problema 5 Sob nenhum conhecimento a priori a respeito de qual a resposta produtiva a adubacao
nitrogenada de uma determinada variedade de soja um pesquisador da EMBRAPA obteve as distribui¢cdes da
producdo em kg/parcela em fungdo do nivel de nitrogénio aplicado constantes na tabela seguinte. Obtenha
uma regra de decisdo estatistica que indique a um cientista do solo qual o nivel de adubag@o nitrogenada
sendo utilizada numa propriedade, conhecida sua produg@o, ou seja, obtenha P(N=0[x), P(N=1|x), P(N=2|x) e

P(N=3x) para x=20, 22, ..., 38 seguindo o modelo do criminalista em exemplo dado.
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Producéo P(x|N=0) P(x|N=1) P(x|N=2) P(x|N=3)
Média (x)
20 0,1 0 0 0
22 0,4 0,1 0 0
26 0.4 0,2 0 0
28 0,1 0,4 0,1 0
30 0 0.2 0,3 0
32 0 0.1 0,3 0,1
34 0 0 0,2 0,4
36 0 0 0,1 0,4
38 0 0 0 0,1
Resposta:
215|515 15113513513 |%
£ = & & & & A~ = = ~
20 0,1 0 0 0 0,025 1 0 0 0
22 0,4 0,1 0 0 0,125 0,8 0.2 0 0
26 0,4 0,2 0 0 0,150 0,67 0,33 0 0
28 0,1 0,4 0,1 0 0,150 0,165 0,670 0,165 0
30 0 0.2 0,3 0 0,125 0 0,4 0.6 0
32 0 0.1 0,3 0,1 0,125 0 0,2 0.6 0.2
34 0 0 0,2 0,4 0,150 0 0 0.33 0.67
36 0 0 0,1 0,4 0,125 0 0 0.2 0.8
38 0 0 0 0,1 0,025 0 0 0 1
P(n) 1/4 1/4 1/4 1/4 1 1/4 1/4 1/4 1/4

Problema 6 Seja X uma variavel aleatoria assumindo valores inteiros x;, X, X3, . com distribui¢do P(x). A

esperanca matematica de h(X) , simbolizada por E[h(X)], sera definida por

Sejam X e Y os pontos de dois dados e U=Max(XY). Usando a defini¢do de esperanga matematica obtenha:

a) u, =EU)

¢) o," =E[U-p,)’]

b) EU?)

E[A(X)] = h(x)P(x) + h(x,)P(x,) -+ h(x ) P(x,) +--

d) Verifique queo; =EU?) -,




Resposta: No problema 1 obtemos a tabela:

Y 1 2 3 4 5 6 P(u)

u
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 2/36 1/36 0 0 0 0 3/36
3 2/36 2/36 1/36 0 0 0 5/36
4 2/36 2/36 2/36 1/36 0 0 7136
5 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 0 9/36
6 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 136 | 11/36

P(v) 11/36 9/36 7136 5/36 3/36 1/36 1

onde P(u) ¢ a distribuicao de U. Portanto, pelas definigoes:

4 —EWU)=l——42.2 3.2 4. L 5.2 oL _1406+15+28+45+66 161
U 36 36 36 36 36 36 36 36

U =1ty 3y S e e 9 e 1 _1412+454112+225+39% _ 791
36 36 36 36 36 36 36 36

2 _ _ 2 _
oy =EU ,uU) =
2 2 2 2 2 2
_16h 1, 1673 f5 16075 f, 16077 (o 16079 [ 160711
36) 36 36) 36 36) 36 36) 36 36) 36 36) 36

15625+ 23763 +14045+2023+3249+33275 91980 2555
36° 36° 36°

Mas, ol =EU*)-pu

. _ﬂ_[@ 28476-25921 2555
36 |36 36 36

demonstrando a igualdade indicada.

Problema 7 a) Obtenha a distribuicdo do ntimero de partos necessarios para o nascimento do primeiro

menino (N;). Qual a probabilidade do primeiro menino nascer apds o terceiro parto?  b) Obtenha a
distribui¢do do niimero necessario de jogadas de uma moeda para a saida da Segunda “cara”. Qual a
probabilidade da Segunda “cara” acontecer antes da quarta jogada?

Resposta: Da parte a) temos a distribui¢do geométrica (ou binomial negativa com v=1).

P(N,=n))= c]"r];),ptz}’arz1 =123,

1 C e e
onde p=—eg= 5 resultando na distribuicdo:

0| —

34



n P(ny))
1 12
2 174
3 178
4 1/16
Mas, P(Nl>3)=1—P(N1S3)=1—(%+%+%j=1—%=%

. . . 1
Na parte b) temos a binomial negativa com v=2 e p =—, donde
p g P=7
1 Lim-2,102
P(N, :"2)=Cn2-1(5) (E) s parany =234,
1 ny =2 1
P(N, ="2)=(’l2—1)(5) 7 param =234,

P(N, = n3) = (n - 1)(%)"2 , parany =234,

n, P(n,)
2 1/4
3 2/8
4 3/16
5 4/32

1 2 1
donde, P(N, <4)=—+==—.
4 8 2
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Problema 8 De dez peixes de uma represa cinco sdo marcados. Pescam-se quatro peixes com reposicao dos

peixes no reservatorio. Qual a distribuigdo de probabilidades do nlimero K de peixes marcados pescados?

Qual a probabilidade de todos serem marcados e a de que nenhum seja marcado?

Resposta
Aqui temos o modelo da distribui¢do binomial com n=4 e p=5/10=1/2 e a férmula
ko N4k 4k
1Y (1 J( 1)k
PK=ky=Ck|=||=| =ck=| ==%k=0],-4
weo=ci[3] (3] -ef3) -5
P(K=4)= C—‘A“ _L (todos) P(K=0)= C—‘(‘) _L (nenhum)
16 16 16 16
Problema 9 Supondo iguais as probabilidades de nascer menino ou menina, obtenha a probabilidade do

terceiro menino nascer apos o quinto parto.
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Resposta: Aqui é um caso de binomial negativa com v=3 e p=1/2.

P(N3=n3)=C;

n3

1 3.1
L" 3(5)3, para ny =345,

P(Ns = ny) = (n3 —1)(n3 —2)(1

5 E)n3 ,para ny =345,

n, P(ny)
3 1/8
4 3/16
5 6/32
6 10/64
SO NS A

Problema 10 Suponhamos que a probabilidade do Bahia ganhar do Vitéria seja de 0,4. Qual a probabilidade

do Bahia ganhar pela segunda vez do Vitdria até a quinta partida consecutiva?

Resposta: Como no problema 7 aplicamos a binomial negativa para v=2 e p=1/4.

P(Ny =ny)=C!

6 }’12—2 4 2 _
nz,](m) (E) ,parany _27374’

P(Ny =n3) = (n, - 1)(%)"2 ‘2(%)2 param, =234,

n, P(n,)

2 16000/100000
3 19200/100000
4 17280/100000
5 13824/100000




P(N,

<5)

66304

=0,66304
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Problema 11 Sejam 5 bolas numeradas com os respectivos pesos: 1, 2, 3, 2, 1. Duas bolas sdo tomadas
simultaneamente e sdo pesadas. Obter a distribui¢do do peso V das bolas retiradas. Calcule P(V >4) e E(V?).

Resposta: O espacgo probabilistica sera:

w P(w) v=V (o)
(1,2) 1/10 3
(1,3) 1/10 4
(1,4) 1/10 3
(1,5) 1/10 2
(2,3) 1/10 5
(2,4) 1/10 4
(2,5) 1/10 3
(3,4) 1/10 5
(3,5 1/10 4
4,5) 1/10 3
1
Decorre imediatamente que
\4 2 3 4 5 Total
P(v) 1/10 4/10 3/10 2/10 1
PUz4)=—5=— E(VZ)=22—0+32%+42%+52%=W=%=118

Problema 12 A tabela abaixo mostra as distribui¢des condicionais de X dado Y e a marginal de Y. a)
Obtenha a distribui¢do marginal de X; b) Obtenha a distribuicdo conjunta de X e Y; c¢) Calcule a distribuicao
de S=X+Y e D=|X-Y]|; d) Calcule E(S) e E(D).



Resposta:

Y 1 2 3 Fe

X

0 1/8 1/8 1/8 ()

1 2/8 2/8 2/8 ()

2 3/8 3/8 3/8 ()

3 2/8 2/8 2/8 ()
Total 1 1 1 <>><>
P(y) 1/3 1/3 1/3 1

Distribuicdo conjunta de X e Y e a marginal de X
Y 1 2 3 P(x)

X

0 1/24 1/24 1/24 1/8

1 2/24 2/24 2/24 2/8

2 324 324 3124 3/8

3 2/24 2/24 2/24 2/8
P(y) 1/3 1/3 1/3 1

Tabela auxiliar para S

Y 1 2 3
X
0 1 2 3
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

Distribuig¢do de S
s 1 2 3 4 5 6 Total
P(s) 1/24 324 6/24 7/24 5/24 2/24 1
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Tabela auxiliar para D

Y

1 2 3
X
0 1 2 3
1 0 1 2
2 1 0 1
3 2 1 0

Distribuic¢ao de D
D 0 1 2 3 Total
P(d) 7/24 11/24 5/24 124 1

E(S):1L+Zi+3£+4i+5—
24 24 24 24 24 24

7 11 5 1

5 +6i— 1+6+18+28+25+12 90

_0+11+10+3 _ﬁ_
24 24

24

=375
24

1

Problema 13: O componente 1 tem probabilidade de falha de 0,1 e o componente 2, de 0,2. Sejam

X: Numero de testes para o componente 1 apresentar a primeira falha

Y: Numero de testes para o componente 2 apresentar a primeira falha

a) Complete as tabelas abaixo, supondo X e Y independentes

39

x | Pk y | Py y
1 2 3 4 5 >5 | P(x)

X
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
>5 >5 >5

1 1 P(y) 1

b) Calcule P(X >3); P(Y<4); P(X <3Y<4) e P(X >5Y >4)
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¢) Calcule a distribuicdo (censurada) conjunta de X e Y condicionada a ocorréncia do evento

{X <5Y <5} erecalcule as probabilidades da parte b).

Resposta: A distribui¢@o da primeira falha é geométrica:

P(N,=n)=q""'p paran;=1,2, ...

Substituindo p =0,1 e p = 0,2 para X e Y respectivamente, teremos:

x | P y | P@y) " - 1 2 3 4 5 | >5 | P
1 | 0,10 1 | 020 1 0,020 | 0,016 | 0,012 | 0,010 | 0,008 | 0,032 | 0,10
0 0 8 2 2 8
2 | 0,09 2 | 0,16 2 0,018 [0,014 0,011 0,009 0,007 0,029 | 0,09
0 4 5 2 4 5
3 | 0,081 3 0,128 3 0,016 | 0,013 0,010 | 0,008 | 0,006 | 0,026 | 0,081
2 0 4 3 6 5
4 00729| [ 4 Jo1024| [ 4 0,014 0,011 | 0,009 [0,007 | 0,005 0,023 | 0,072
6 7 3 5 9 9 9
5 0,0656| [ 5 00819| | 5 0,013 0,010 {0,008 | 0,006 | 0,005 | 0,021 0,065
1 5 4 7 4 5 6
>5 10,5905| | >5 103277] [ >5 0,118 | 0,094 {0,075 | 0,060 | 0,048 | 0,193 [0,590
1 4 6 5 4 5 5
1 1 P(y) 02 | 0,16 | 0,128 0,102 [0,081 [0,327 | 1
4 9 7
P(X >3)=0,729 P(Y £4)=0,5904 P(X <3Y <4)=0,0927 P(X >5Y >4)=0,2419

Distribuic¢do censurada

- J 1 2 3 4 5 | Pk
1 0,072 | 0,058 | 0,046 | 0,037 | 0,029 | 0,244
6 1 5 0 8 0
2 0,065 | 0,052 0,041 [0,033 [0,026 [0,219
4 4 8 4 9 9
3 0,058 | 0,047 0,037 0,030 [0,024 [0,198
8 2 9 1 0 0
4 0,053 | 0,042 0,033 0,027 [0,021 [0,178
1 5 8 2 4 0
5 0,047 0,038 0,030 [0,024 0,019 0,160
6 1 5 3 6 1
P(y) 0,297 | 0,238 0,190 [0,152 0,121 | 1
5 3 5 0 7
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Problema 14: Uma urna contém 9 bolas sendo 2 brancas, 3 pretas e 4 vermelhas. Trés bolas sdo retiradas de

uma vez €

X = Numero de bolas brancas e

Y = Nuamero de bolas pretas

sdo observadas.
a) Usando a formula de combinagdo de n objetos tomados k a k, obtenha:

P(X=x;Y=y) parax=0,1e2ey=0, 1,2 e 3 preenchendo a tabela da distribuicdoconjunta de X ¢

Y.
b) Obtenha as tabelas de P(x|y) e P(y|x)
d) Discuta independénciade X e Y
e) Calcule E(X) e E(Y)
Resposta:
y
0 1 2 3 P(x)
X
0 G_4 GG _18 GG _12 G 1 33
C: 84 C: 84 C: 84 C: 84 84
1 e _12 GGC 24 GG _6 o a2
C, 84 G, 84 C, 84 84 84
ca_4 | ca_s 0 0 7
2 C: 84 Cc: 84 84 84 84
20 45 18 1 84
= — — — —=1
P(y) 84 84 84 84 84
. L 0 1 2 3 P(x)
0 1/5 6/15 2/3 1 512
1 3/5 8/15 1/3 0 6/12
2 1/5 1/15 0 0 1/12
Total 1 1 1 1 1
. Y 0 1 2 3 Total
0 4/35 18/35 12/35 1/35 1
1 2/7 4/7 1/7 0 1
2 4/7 3/7 0 0 1
P(y) 20/84 45/84 18/84 1/84 1




Como as distribui¢des condicionais ndo sdo iguais entre si, X e Y sdo dependentes
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EX)=0-—+1-—+2-
84

84

48

56

2
3

20

E(Y):O~—+1-£+2~—+3
84 84

18
84

1

84

84

84
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Problema 15: Com dados da CEF sabe-se que P(Y=1)=0,6 ; P(Y=2)=0,2¢ P(Y=3)=0,2,0onde Y ¢ o

resultado "coluna 1", "coluna 2" e "coluna 3". Apds uma pesquisa de jogos anteriores acompanhados dos

palpites de conhecedores de futebol ele obteve a parte esquerda da tabela abaixo, onde X € o palpite de um

conhecedor de futebol.

X Pxly=1) | P(xly=2) | P(xly=3) P(x) Piy=1|x) | P(y=21]x) | P(y=3[x)
1 0,8 0,2 0,1
2 0,1 0,6 0,2
3 0,1 0,2 0,7
Total 1 1 1 1
P(y) () () () 1 () () ()
Obtenha regras de decisdo para apontar a coluna dado o palpite do conhecedor.
Resposta:
x  |Pahy=D|Pxy=2)[Pxly=3)] P(x) [PG=1j)[Py=2x)|Py=3x)] Total
1 0,8 0,2 0,1 0,54 0,88889 | 0,07407 | 0,03704 1
2 0,1 0,6 0,2 0,22 0,27273 0,54545 | 0,18182 1
3 0,1 0,2 0,7 0,24 0,25000 | 0,16667 | 0,58333 1
Total 1 1 1 1
P(y) (0,6) (0,2) 0,2) 1 (0,6) (0,2) (0,2) 1

Problema 16: Considere a tabela a esquerda das distribuigdes condicionais de Y dados X e a distribui¢do

marginal de X.

Obtenha a distribui¢@o conjunta de X e Y e a marginal de Y, completando a tabela a direita.

a)
b)

Seja S = X+Y. Calcule a distribui¢do de S e E(S)
Seja V=Min(X,Y). Calcule a distribuicdo de V e E(V)
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y 2 4 6 Total | P(x) y 2 4 6 P(x)
X X
1 1/4 2/4 1/4 1 0,5 1 (10/80) | (20/80) | (10/80) | (40/80)
3 3/8 3/8 2/8 1 0,3 3 (9/80) | (9/80) | (6/80) | (24/80)
5 0 1/2 1/2 1 0,2 5 (0/80) | (8/80) | (8/80) | (16/80)
P(y) 1 1 P(y) (19/80) | (37/80) | (24/80) 1
Resposta:
Valores de S = X+Y Valores de V = Min(X,Y)
y 2 4 6 y 2 4 6

X X

1 3 5 7 1 1 1 1

3 5 7 9 3 2 3 3

5 7 9 11 5 2 4 5

Distribuicao de S

S 3 5 7 9 11 Total
P(s) 10/80 29/80 19/80 14/80 8/80 1
E5)=3-29,52 7.9 g 18 1.8 52 (s
80 80 80 80 80 80

Distribui¢ao de V
v 1 2 3 4 5 Total
P(v) 40/80 9/80 15/80 8/80 8/80 1
E(V)=l~ﬂ+2~i+3~1—5+4~i+5~izlﬂ= 2,1875

80 80 80 80 80 80

Parametros de uma Distribuicio de Probabilidades

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias com distribui¢do conjunta dada por

P(X=x;Y=y)=p,(i=123,./=123,..)
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Caso os espagos amostrais sejam finitos entdo m e n serdo os limites superiores para i e j respectivamente.

Enumerando as probabilidades na notacio simplificada, onde o ponto significa soma em relacdo ao indice

especificado:
Distribui¢do Conjunta de X e Y
Y1 y2 Y Yn Pi.
X1 Pu P12 P13 Pin P1.
X P21 P22 P23 P2n P2.
X3 P31 P32 P33 P3n Ps.
Xm pml pm2 pm3 eer pmn pm.
P p.1 P2 pa3 Pan 1

Donde as varias notagdes usadas:

Pi.=POq)=P(X =x) =Y P(X =x;;¥ =y;) =) pyi =123,..m
j j

pj=PON =P =y)= Y P(X =x5Y =y)) =D pyj=123,m
1

Média de X e média de Y
Uy =EX)=x1p) +xypp +X3p3 44X, Dy,

Hy =EXY)=yp1+y2p2+y3P3+ + VP

que sdo parametros de posicao das distribuigoes de X e Y respectivamente.

Variincia de X e varidnciade Y
2 _ 2 _ 2 2 2
oy =Var(X)=E(X —puy) = —puyx) p.+(x—px) py ++ (X —tx) P,
2 _ _ 2 2 2 2
oy =Var(Y)=EY —py)" =1 —uy) p1+(o—sy) Po++Vy—Hy) Py

sdo parametros de dispersao das distribuigdes de X e Y respectivamente.

Covariancia de X e Y e Correlacio linear de X e Y
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o %y = Cov(X,Y) = E(X — iy )Y - piy)
= (o =y )t — py)pi + (0 = wx )y = Hy)pay +-+ (X = iy )y — Hy) P1y +

(g —pux)v1 = py)por + (g = x )y — py)po + -+ (X0 = iy Yy — Hy) Doy +

(xm _,UX)(,VI _:uY)pml + (xm _,UX)(_VQ _/JY)erI oot (xm _:uX)(yn _:uY)pmn

éacovarianciade Xe Y e

_ U%{Y
OxOy

Pxy

¢ a correlagao linear de X e Y, que sdo parametros de associa¢do das distribuigdes de X ¢ Y. Nao ¢ dificil

demonstrar que -1< p,, <1.

Exemplo de distribuicées com mesma dispersao e médias diferentes

X P,(X) P,(X)
1 0,1 0
2 0,2 0
3 0,4 0
4 0,2 0,1
5 0,1 0,2
6 0 0,4
7 0 0,2
8 0 0,1

1 1

2, =1-01+2-0,2+3-0,4+4-0,2+5-0,1 =3
i, =4-0145-02+6-04+7-02+8-01=6
62 =(1-3)*-0,1+(2-3)>-02+(3-3)°-0,4+(4-3)>-0,2+(5-3)*-0,1=1,2

62 =(4-6)"-01+(5-6)-02+(6-6)*-0,4+(7—6)*-0,2+(8—6)>-0,1=1,2

Percebe-se que P, esta apenas deslocada a direita em relagdo a P;. A distdncia média ao quadrado dos valores

de X e Y relativos as suas médias permanecem iguais.



Exemplo de distribuicdes com mesma média e dispersoes diferentes

07 =(2-4)2-01+(3-4)202+4-4)2-04+(5-4)%-02+(6-4)>-01=12

02 =(2-4)2-0,0+3-4)2-02+(4-4)%-06+(5-4)2-02+(6-4)>-0,0=0,4

Nesses casos a distribuicao P; e P4 localizam-se na mesma posi¢ao (médias iguais) mas P4 concentra mais os

X P3(X) Pu(X)
2 0,1 0
3 0,2 0,2
4 0,4 0,6
5 0,2 0,2
6 0,1 0

1 1

valores em torno de sua média quando comparada a P;.

Exemplo de calculo de covaridncia e correlacio linear

43 =2-01+3-02+4-04+5-02+6-0,1=4

#,=2-0,0+3-0,2+4-0,6+5-0,2+6-0,0=4

P1(x]y), Pi(x) e P1(y)

1 2 3 4 5 P(x)
X
1 0 0 00 | 05 1 0,2
3 0 0 0,5 0,5 0 0,3
5 0 0,5 0,5 0 0 0,3
7 1 0,5 0,0 0 0 0,2
P(y) 0,1 0,2 0,4 | 02 0,1 1

Nota: Como a tabela acima contém as distribui¢cdes condicionais de X dado Y=y a coluna de P(x) ¢ obtida

pela férmula da probabilidade total, ou seja ¢ a média das distribui¢des condicionais ponderada pela marginal

deY.
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As médias e variancias de X e Y serdo:

s, =1-02+3-03+5-03+7-02=4
i, =1-01+2-02+3-0,4+4-0,2+5-0,1=3
02 =(1-4)*-02+(3-4) -03+(5-4)-03+(7-4)>-0,2=4,2

62=(1-3)>-01+(2-3)>-02+(3-3)° 0,4 +(4-3)>-0,2+(5-3)-0,1 =1,2

A distribuigdo conjunta de X ¢ Y fica :

Pi(x,y), P1(x) e Py(y)

Y1 2 3 4 5 P(x)
X
1 0 0 0 0,1 0,1 0,2
3 0 0 0,2 0,1 0 0,3
5 0 0,1 0,2 0 0 0,3
7 0,1 0,1 0 0 0 0,2
P(y) | 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 1

oy = (1-4)(4-3)-0,1+(1-4)(5-3)-0,1 +
+(3-4)(3-3)-0,2+(3-4)(4-3)-0,1+
+(5-4)(2-3)-0,1+(5-4)(3-3)-0,2+
+H(7=4)(1-3)-0,1+(7—4)(2-3)-0,1 =2

donde

2
PS¢ Y T
o yOoy \/4,2 1,2 2,245

16. Propriedades da Média e da Varidncia de uma distribuicdo

Propriedades da Média

Teorema: E(X +Y)=E(X)+ E(Y) para todo par de varidveis aleatorias X e Y:

Prova: Pela defini¢do de esperanca matematica temos:
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EX)=x1p1 +x2p2 + 4 X Py » EQ)=31p1+y2ap2++YnPy
e E(X+Y)= (xq+y)pn+(q+y2)pp++ O +y,) P +
(x2 +y)p21 +(x2 +¥2)poy ++ (X2 + ¥, P2y +

(xm +yl)pml +(xm +y2)pm2 +t (xm +yn)pmn

Distribuindo a soma e usando a defini¢do de p; temos:
E(X+Y)=xip; +yipi1+y2Pi2 ++YpPin +

XoP2 * VP21t YVoP t ot VDo +

X Pm. Y V1 Pml T V2Pm2 Tt Y Pmn

Fatorando y; e usando a defini¢do de p; temos:

E(X +Y) = xyp| + X205 ++ XD T MiP1 32D+ YuD, = E(X) + E(Y)

cqd.

Corolario: EX +X,++X)=EX)+EX,)++EX,)

Prova: Imediata por indugdo completa.

Teorema: Se X; e X, sdo independentes entdo E(X -Y)=E(X)-E(Y).

Comentario: Como por hipdtese X e Y sdo independentes poderemos usar a fatoragao da distribuigdo
conjunta: p;; = p;. p,j para todo par (i, j), isto &, a distribui¢do conjunta é o produto das marginais. E
importante deixar claro que esse teorema tem aplicagdo muito menos abrangente do que o da soma, que nao

impds a condi¢do de independéncia. Em amostras independentes esse teorema sera muito usado.

Prova:
E(X-Y)= (x;-y) P11+ y2)prp +-+ (- ) Pry +
(x2 -y P21+ (%2 y2)poa +-+ (X2 ) P2n +

(xm 'yl)pml +(xm 'y2)pm2 +"'+(xm 'yn)pmn

E(X-Y)=(x-y)p1.p1+(xy2)p1.po++ (X Yy)P1. Py +
(X2 y)P2.p1+ (X2 ¥2)P2. P2+ -+ (X2 Yy)P2.Pn +

(xm 'yl)pm.pAl +(xm 'y2)pm.p.2 t+t (xm 'yn)pmp.n
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E(X-Y)=x-pr(V-p1+y2 Pa+ +Vy Pp)+
Xo pa (V1 P1tY2 pa Y, Pyt

Xp P V1 P1+Y2 P+ -tV Dy)

E(X-Y)= (x;-p1.+xp-pp ++ Xy Py V1" D1+ Y2 P2+ 4 Yy Py)

E(X-Y)=E(X)-E(Y) cqd.

Corolario 1: Se X e Y sdo independentes entdo E[R(X)-S(Y)]=E[R(X)]-E[S(Y)]

Prova: Fazendo U =R(X) e V = S§(X), recaindo no teorema anterior. cqd

Corolario 2: Se X;,X,,-,X,, sdo independentes entdo

E(X;- Xy - Xp)=E(X)) E(Xy)- - -E(Xy)
Prova: Imediata por indugdo completa.

Comentario: Mesmo quando X e Y sdo independentes ndo sdo todas as fungoes de X e Y que permitem obter
a esperanca matematica por fatoracdo. Isso s6 acontece quando a fungdo também fatorar, como no caso dos

corolarios.

Teorema: Se C ¢ uma constante ¢ com probabilidade 1 entdo E(C)=c.

Prova: E(C)=c-P(C=c)=c-1=c cqd.
Teorema: E(c- X)=c-E(X)

m
Prova: E(C-X)=c~x1pl'+c-x2p2.+~-+c-xmpm'=C-le-pi'=c-E()O cqd.

i=1

Reunindo os teoremas temos

E(C)=c E(c-X)=c-E(X) E(X +Y)=E(X)+E(Y)

e, sob independénciade X e Y

E(X-Y)=E(X)-E(Y)
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Exemplo: Sejam X, X,,--X,, idéntica e independente distribuidas como X com média p, entio E(X)=u,
onde X =—(X;+X,+-+X,,) . Isto é a esperanca matematica da média amostral ¢ igual a média populacional
m

quando a amostra ¢ completamente aleatoria.

Prova: Usando os teoremas acima demonstrados temos:

- 1
E(X):E[—(X1 + X, +-~~+Xm)} :iE(X1 + X, +-~~+Xm):i(EX1 +EX) +-+EX,,)
m m m

m-

1
=—u+pu+-+p)= =u
m

Exemplo: Se K tem distribui¢do binomial com pardmetros n ¢ p entdo E(K)=np .

Prova: Sejam By, B,, ... ,B, variaveis indicadoras da ocorréncia ou ndo do evento E nas sucessivas provas

de Bernoulli tratadas na distribui¢ao binomial:

{P(B1=1):P } {P(Bz=1)=l7 } {P(Bn=1)=17 }
P(B=0)=1-p=q) |P(By=0)=1-p=q] " |P(B,=0)=1-p=¢

donde, E(Bj)=1-p+0-g=pj=12,,n

dessa forma o nimero de ocorréncias do evento N sera dado por K=B;+B,* ... + B, donde, aplicando o teorema

da esperanga da soma teremos:

E(KY=EBy+By+-+B,)=E(B)+E(By)+-+E(B,)=n-p cqd.

Propriedades da Variincia

Teorema: Se C ¢ constante com probabilidade 1 entdo Var(C)=0

Prova: Var(C)=E[C—EC))? =(c-c)*1=0 cqd.

Teorema: Se C é constante entdo Var(X + C) =Var(X)

Prova: Como E(X +C)=E(X)+E(C)=E(X)+C entdo



Var(X +C)= E(X +C—E(X +C))? = E(X + C— E(X)-C)? = E(X — E(X))? =Var(X)

cqd.

Teorema: Var(X) = E(Xz)—,uf(
Prova:
Var(X)= B(X —puy)? = EQX? =20y X + i) = EX) =2 EQX) + E(uk )

=E(X?)=2pypy +u% = E(X?) - % cqd.

Corolario: Do ultimo resultado resulta imediatamente:
E(X2)=Var(X)+ u% =o% + % =Var(X)+[E(X)P

Teorema: Var(c-X)=c’-Var(X)
Prova: Como E(c-X)=c-E(X) e E(c-X)*=E(*X*)=c*E(X?), aplicando o ultimo teorema para a
variavel aleatéria ¢- X temos:

Var(c-X)=E(c-X)* =[E(c- X)F =c* - E(X ) =P E(XNP

=2 {E(XZ) -[Ex)P }: 2 Var(X)

cqd
Teorema: Se X ¢Y sdo independentes entdo:
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y)
Prova: Pela hipotese de independéncia, E(X -Y)=E(X)-E(Y)= uyuy . Entdo,
Var(X +Y)=E(X +Y ) —u%,y = E(X2 +2X~Y+Y2)—(,UX +uay VP
=EX*+2E(X-Y)+EY* = i3 —2uy py — i
= EX? +2uypty + EY? — i —2py pty — iy
= EX? - y% +EY? - 4} = Var(X)+ Var(Y)
cqd.

Corolario: Se X, X,,-,X,, sdo independentes entdo
Var(Xy + Xy +-+ X,,) =Var(X)) +Var(X,) +-+Var(X,,)

Prova: (Exercicio de indug@o completa)

Reunindo os teoremas sobre variancia temos

Var(C)=0| |Var(c- X)=c? -Var(X) \Var(X +c)=Var(X)]  |Var(X)=E(X?) - ux

e, sob independénciade X, X,;--X
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H Var(X,+ X, +-—+X,,) = Var(X,)+Var(X,) +-+Var(X ;) H

Teorema: Seja m X, X,, -, X,, cOpias idénticas e independentes de X, uma variavel aleatoria com varidncia

2

. y q- ~ o
0% .Seja X amédia amostral, entdo ol =—*.
m

Prova: o% = Va{M] = Var[ﬁj + Va,»(ﬁj et Var(ﬂJ
m m m m

1 1 1
?VQF(X1)+FVQ}’(X2)+...+FVar(Xm)

1 2 1 2 1 2 mO’§( O'}(
= —oy+t—oy++t—o0oyx= =—
m2 m2 m2 m2 m
cqd.
Exemplo: Se K tem distribui¢do Binomial com parametros n ¢ p entdo Var(K) = npq
Prova: Var(K)=Var(By + B, +--B,,) =Var(B)) + Var(B,) +-+Var(B,) = nVar(B,)
mas Var(By)=(1-p)* p+(0-p)*q =4 p+ pq=pq(p+q) = pq , donde, Var(K) = npq
cqd.

Reunindo os resultados dos dois exemplos temos que se K tem distribuicdo binomial com parametros n e p

entao

:

Distribuicido de Poisson (Freqiiéncia de evento raro)

Como ja vimos a variavel binomial K representa a freqii€éncia de ocorréncia de um evento qualquer E numa
seqiiéncia de Bernoulli de tamanho n. Quando a probabilidade p ¢ pequena e o tamanho da amostra n grande
(>30) entdo K ¢ a freqiiéncia de evento raro e sua distribuigdo se aproxima da distribuicdo
.. 2 c el o~ . : ~
limite P(K =k) = Fe" k=012, chamada Distribuicio de Poisson. Lembrando que e* =1 +%+% +-- ,na0
¢ muito dificil demonstrar que
Kok onk_ X2
lim C, p“qg"™" = —e " k=012,
n—>»0 k'

p—0
A=np
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Exemplo: Se K tem distribui¢do de Poisson com parametro A entdo x, =1 ¢ 0. =4 .

Prova: Na demonstragdo anterior temos que E(K)=np = A fixo na operacdo de limite. Ademais, como

p—>0, g=1-p—1,entdo Var(K) = npg — np = 2 também.

Exemplo: Numa certa regido do Semi-arido nordestino o nimero médio A de dias com mais de Smm, de

chuva € de 1. Obtenha a distribui¢do do numero K de dias com mais de Smm. de chuva.

Solucdo: Como se trata de um evento raro podemos usar a distribui¢ao de Poisson, resultando:

k
P(K =k)= %e"lk =0,1,2,-- onde A=1

k P(k)

0 0,367879
1 0,367879
2 0,183940
3 0,061313
4 0,015328
5 0,003066
6 0,000511

17. Estimacio da Média e da Varidncia

Teorema: Sejam X|,X,,--X, uma amostra completamente aleatéria de X com média x e variancia o2

Sejam as estatisticas X e §? definidas pelas expressoes:

— 7 —2
X:X1+X2+ +Xn S2= 1 (ZXZ—I’IX}

n n-1

entio E(X)=u e E(S*)=0c>.
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Comentario: Demonstrado esse teorema estaremos diante de dois estimadores imparciais de u ¢ o?,

respectivamente. Salientamos que se trata de um resultado bem geral aplicado a qualquer variavel aleatoria.

Prova: Como E(X)=u ja ficou demonstrado anteriormente, resta a prova de que E(S 2y=o2. Lembremos

. .y 2 o 2 ~
ainda que ja provamos que uy = u € oL =—- Entdo temos:
n

N B A PR |
E(S )—EL_I[Z[:XI nX H

p 1_1 MiEX} - nEEZH =

2
—2
mas EX} =0’ + 4’ e EX =02+ 2 =7+ 4 resultando
n

n 2
E(S?) —ﬁMsz +ﬂ2)—n(67+ﬂ2)ﬂ =

1
n—1

1

E(SZ): n—1

[n(02+y2)—02—n;42]: [(n—1)62]262

cqd

As estatisticas X e S° sdo chamadas respectivamente média amostral e varidncia amostral em

contraposi¢do a u € o’ que sdo chamadas respectivamente média populacional ¢ varidncia populacional.

Amostra ;5 ;10 552 S120
1 2,8 3,0 1,20 0,66
2 2,8 2,6 0,70 1,15
3 2,4 2,6 1,30 1,15
4 3,0 2,7 2,00 2,01
5 3.8 3,7 0,12 1,02
6 2,8 3,2 2,70 0,40
7 34 3.4 0,80 0,71
8 3,6 3.4 1,20 2,60
[Min ; Max] [2,4;3,8] [2,6;3,7] [0,12; 2,70] [0,40 ; 2,60]

variavel aleatéria X com a seguinte distribuigdo e parametros:

A tabela no fim da pagina anterior dispde 8 amostras obtidas por alunos do Curso de Estatistica de uma
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P(X =k)= ik =123,4
10
ﬂ:E(X):1~i+2-£+3-i+4-i:£:
10 10 10 10 10
5 1 ) 2 2 3 2 410
o =Var(X)=(1-3)"-—+(2-3)"-—+(3-3)"-—+{4-3)" —=—=1
()()10()10()10()1010

Observem que as médias amostrais ambas oscilam em torno do parametro u, =3 e as variancias amostrais

observadas oscilam em torno de % =1. Em ambos os casos as amostras de tamanho 10 tem dispersdo menor

comparadas as de tamanho 5 em relagdo aos parametros que estimam. Essa ¢ uma simulagdo de cunho
didatico visando mostrar empiricamente a imparcialidade dos estimadores e suas precisdes em fun¢do do

tamanho da amostra.
18. Distribuicées Continuas

Considere X uma variavel aleatoria aplicada em Q assumindo valores em R e que

b +00
P(X e[a,b) = [ f(x)dx onde f(x)20 e [f(x)dx=1

Entdo X ¢ definida como variavel aleatoria continua, f(x) a funciio de densidade ¢ /' (x)dx a diferencial de

probabilidade de X. Nesse contexto teremos as definigdes:

u=EX)= jxf(x)dx E(X?)= sz f(x)dx Var(X) = J’ (x—u)? f(x)dx

Estendendo para um par de variaveis aleatorias teremos que se (X,Y) for aplicada a Q) assumindo valores em

R’e

bd 0 o
Pl(x,Y) da,b] x[c,d]]zj j f(x,y)dvdx onde f(x,1)=0 e j j f(x,y)dydx =1 entdo (X,Y) tem uma

ac —00 —00
distribui¢do

conjunta de probabilidade continua com func¢io de densidade f(x,y)e X e Y sdo independentes se

Jxr(6¥)=fx(x) fy(y) Vx,y

Nesse contexto teremos as defini¢des:

+00 00 +00 400

EX-Y)= [ [xy-feydedy  Cov(X-Y)= [ [(r=py)(y—py)- f(x,y)dxdy

—0—o0 —00—00
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Observacao Importante: Todas as propriedades de média e varidncia estendem-se para o caso continuo, pois

a integral é o limite de uma soma, requerendo apenas de cuidados de rigor matematico para serem provadas.

Exemplo: Um cabo de aco de 2 metros preso nas extremidades ¢ esticado até a ruptura. Se o cabo for

homogéneo, qual a probabilidade desse ponto de ruptura dar-se entre 0,5m e 1,5m de uma das extremidades?

Calcular E(X)eVar(X).

Solugio: E realistico considerar a fungdo de densidade
=3 xelo2]
S(x)=0 xe[0.2]

donde,

5 1 1 1
POS< X <15)= j S dx= E[x]‘o’f5 =2 (5-05) ==
0,5

A
—E(X)= | x—dx=—|—| ==(4-0)=1
4 ()OJSxe 2{2}0 ;40

2 372
1 1« 1 4
E(X?)=[x* —dx=—|"—| =—(8-0)=—

( )gx 2x2{3}0 s 870=73

Var(X) = E(X?)— pi* zé_lzé

Uma variavel como do ultimo exemplo ¢ chamada de distribuicio uniforme no intervalo [0 , 2]. Podemos
generalizar a distribuicio uniforme no intervalo [a , b] com a func¢do de densidade:
1
f(x)=—— x¢€la,b]
b-a
f(x)=0 x &[a,b]

Exercicio: Considere X com distribuigdo uniforme em [a , b]. Calcule E(X) ¢ Var(X).

2
Resposta: E(X):a—;rb e Var(X):%

Exercicio: Seja

o fex(-x)  xelo]
O
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a funcdo de densidade de X. Mostre que essa funcdo atende as condi¢des de ser uma funcdo de densidade

(ndio negativa e integral em R igual a 1); Calcule a média p e a variancia c”.

Respostas: A funcdo dada ¢ uma parabola truncada com raizes 0 e 1 com valores positivos entre as raizes;

1

1 1
jﬁx(l—x)dxz 1;y:E(X):jx6x(1—x)dx:l;E(Xz):jx26x(1—x)dx:i o =E(X¥) -t =—.
) ! 2 ! 10 20

19. O Teorema do Limite Central e a Distribuicdo Normal

Teorema: Sejam X|,X,,-X,, - uma amostra completamente aleatoria de X de tamanho crescente tal que

u=EX)e o? =Var(X) . Entao

tem uma distribuigdo assintdtica de probabilidade (n — o) continua como Z de fungdo de densidade dada por

p(z)= 6_72 eR.

2

Observacao: Essa distribuigdo, sem qualquer duvida é a mais importante das distribui¢des e largamente
empregada em todas as ciéncias, matematicas ou ndo e foi obtida de forma independente por Gauss e Laplace
e denominada Distribui¢do Normal Padrao, completamente tabelada. Para usarmos no Curso, usaremos uma

tabela simplificada com apenas uma casa decimal.
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Tabela Simplificada da Distribuicado Normal Padrao

z T(z)=P(0<Z<z)= f p(2)dz z T(z)=P0<Z<z)= f p(2)dz
0 0
0,0 0,0000 2,0 0,4772
0,1 0,0398 2,1 0,4821
0,2 0,0793 2,2 0,4861
0,3 0,1179 23 0,4893
0,4 0,1554 2,4 0,4918
0,5 0,1915 2,5 0,4938
0,6 0,2258 2,6 0,4953
0,7 0,2580 2,7 0,4965
0,8 0,2881 2.8 0,4974
0,9 0,3159 2,9 0,4981
1,0 0,3413 3,0 0,4987
1,1 0,3643 3,1 0,4990
12 0,3849 3.2 0,4993
1,3 0,4032 33 0,4995
1,4 0,4192 3.4 0,4997
1,5 0,4332 3,5 0,4998
1,6 0,4452 3,6 0,4998
1,7 0,4554 3,7 0,4999
1,8 0,4641 3,8 0,4999
1,9 0,4713 3,9 0,5000

Exemplo: Seja K com distribui¢do binomial com pardmetros n e p. Como

K=B+B,+-+B,

onde By,B,,--B,sdo idéntica e independente distribuidas como B sendo up = pe o} = pg entdo

K

a P K-w

" _
Jp=p)  Jnp(-p)

Limite Central.

tem distribuigdo assintética (n — o) normal padrdo, como dita o Teorema do
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Exemplo: Sejam U,,U,, U, uma amostra completamente aleatoria (significando variaveis idéntica e

independentemente distribuidas) de uma variavel U uniforme no intervalo [ 0 ; 1 ] . Isto é, a fungdo de

densidade de U sera
u € [0:1]
p(u)= { [0’1]

2
Pelo resultado de exercicio dado, y;; = E(U) = % :% e of =Var(U)= -0 1 . A média amostral

12 12
-1
U= Uitly 4y tem média p;; = 1 e variancia o2 =Var(U) = L . Entao 2 tem distribuigao
n vo2 U 12n
12n
n
DU
assintotica (n — o) normal padrio. Multiplicando e dividindo por n a expressio resulta em <=L com

n

12

distribui¢do assintotica (n — ) normal padrao.

20. Média e Variancia da Distribuicao Normal Padrio

0 22

Uy =E(Z)= j z \/1_ ¢ 2 dz Como trata-se de uma funcdo impar [ f(-z) = - f(z) ] essa integral é nula, donde
2z

—00

2 22

E(Z)=0. E(z%) = I 22 ! e 2dz= ijz ! e 2dz pelo fato da fun¢@o integranda ser par [ f(-z) = f(z) | .
0

2 1 1
Fazendo t:%, z=\/5~t2, dt=z-dze dzth 24t resulta

7z

—t Zdt

1
hr 2
I 1. 1. +r

fungdo gama, Itz e ldt = F(E+1) =EF(E) == Portanto,
0

e”'dr . Mas do calculo integral sabemos que, pelas propriedades da

O‘—nS
N\—-

2 Jr

EZ? )_-—--—-_1 Portanto, o2 =Var(Z)= E(Z*)—u% =1-0% =1.

7z 2

Resumindo diremos que se Z tem distribuigio normal padrio entdo x4, =0 e o> =1. E comum a notagdo Z N

N [0;1].Nesse contexto o simbolo N € lido como "distribuido como".

Distribuicio Normal Geral YNN|[p; o’ ]
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- 1 .
YTH o = —dy na densidade da normal
o o

Fazendo Y =c-Z+u tesulta uy = e o7 =o . Substituindo z =

padrdo o elemento de probabilidade de Y fica
_(-w)?

1 2
p(y)dy = Te 207 dyyeR,
O T

que se define como a fungio de densidade da distribuiciio normal geral, com média p e varincia c.

Portanto os parametros de uma distribui¢do normal sdo a média e a variancia dela.

- U

~ Y , . ~
Quando temos Y "N [ p ; 6 ], efetuando a transformacio Z = , recaimos na variavel normal padréo,

totalmente tabelada. Veremos agora como usar a tabela de T(z) para calcular certas probabilidades

envolvendo variaveis normais.

Exemplo: Sabe-se que a produgdo Y de banana numa certa regido tem média p = 10t/ha e um desvio padrao
o de 2 t/ha . Calcular P(Y >12); P(Y <8); P(7<Y<13); P(6<Y<8) e P(13<Y <15).

Respostas: O problema fornece os valores 1 =10 e o =2 . Usando a transformagao-z temos, considerando a

simetria da fungdo de densidade normal padrdo:

P(Y >12) = P4 S 122 = ) =P(Z>1)=0,5-T(1)=0,5-0,3413 = 0,1587
o

7-10 _Y-u _13-10

P(7<Y <13)=P( 2
o

):

P(-15<Z<15)=P(-15< Z <0)+ P(0< Z <1,5)=2-T(1,5) = 2-0,4332 = 0,8664

~10 _Y-p _8-10

o 2

P6<Y <8) =P )=

P(-2<Z<-1)=P(1<Z<2)=T(2)-T(l)=0,4772 —0,3413 = 0,1359

13—10<Y—y<15—10

P(13<Y <15)= P( :
O

) =

P(,5< Z <2,5)=T(2,5) - T(1,5) = 0,4938 — 0,4332 = 0,0606
Exercicio: No exemplo anterior considere que, ap6és um manejo melhor, essa cultura passou a produzir 0,5
t/ha a mais. Considerando que o desvio padrdo ndo se alterou, obtenha as probabilidades dos mesmos eventos

pedidos.

Exercicio: Calcule P(Y >3) para YN N[O ,1]; YAN[0,5;1]; YA N[1;1]e YN N[2; 1].
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21. Distribuicdo da soma de variaveis normais independentes

Sejam X NN [,u;o-z] e YNN [y;az] e independentes. O elemento de probabilidade conjunta sera

| _(x—/l)2 _(yfu)2
2 2
dp(x,y) = e 207 (x e 207 dy.
oN2rx o\ 2rw
~ u+v u-—-v ~
Se efetuarmos a transformac¢do u = x+ yv=x—y teremos x = y = 7 Entao
/2 1/2
det] =-1/2
1/2 —-1/2

¢ 0 Jacobiano e o elemento de probabilidade de u e v fica
u+v_ 2 u-v_ 2
X _(T ) X ( D H) 1
200 o 20 Edudv

e
ov2r G\/E

Somando os expoentes e simplificando, obtemos:

dp(u,v) =

_w=2p)’ v
B 2(26%) du 1 B 2(252)dv

1
dp(u,v) = —— -
N Gy 2ods

dp(u,v) = dp(u) - dp(v)

Portanto U = X + Y tem distribui¢do normal N [ 2p ; 26% | e U=X-Y tem distribui¢do normal N [ 0 ; 267 ] .

Ademais U e V sdo independentes.

22. Funcio Geradora de Momentos

A funcdo M (1) = E(e”) ,quando existe, caracteriza uma distribuicdo. Ela € muito importante para

distribuigdes continuas e, para o caso da normal ¢ especialmente interessante:

22 2
2y 2T L 2 7] T, tE
M, (t)=E(“)= e e dz = e dz
z _w N2 _o V27
22—2tz 22—2tz+t2—t2
(T S S U
= j e dz = j e dz
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[N}

t
Como a fungéo integranda ¢ uma densidade normal N [ t; 1 ] temos M, () =e 2  Agorase Y=0-Z+u

entao
My ()= E@Y) = E[ef(c7 Z+ ﬂ)} _ E[e(a : r)z}

Portanto a func¢io geradora de momentos da normal geral fica

0'2t2 o*zt2

' . Hu-t+
MY(t):eﬂMZ(O'-t):e'ue 2 =, 2

Exemplo: Uma aplicag@o importante € a generalizagdo da distribui¢do da soma de duas normais

independentes quaisquer. Sendo vejamos: Se x; NN [,ul;alz] e X,NN [yz;o'%] entdo, devido a independéncia,

H(X{+X Xy X Xy . tX
MX1+X2(Z):Ee( 1442) _ g X1,%0 _ p X g, 2=MX1(t)MX2(t)

0'2t2 0'2t2 (o-l2 +o-%)t2
Hy 1+ (#1+#2)'I+7
e =e

Ul.t+
MY X t)=e
1+ 2()

que ¢ a fungdo geradora de momentos de uma normal N[z + ur;0% +05], isto é, a soma de duas normais

independentes também ¢é normal.
Exercicio: Mostre, usando a fungdo geradora de momentos, que se
X NN [0t ]s Xy (N (03] X, (N [a,:02]
1 H501 1, Ap Hp:07 1> > “n Hys0p

entao

X1+ Xo++c, X, N Nlcl,ul-i—cz,uz-i—-~-+cn,un;012612+c§622+~--+c,2,63 J
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23. Tamanho de uma amostra

Uma das primeiras questdes que se coloca quando se aborda estimagdo de parametros de uma distribuigdo é
qual o nimero n de unidades experimentais devem-se para que a precisdo de um estimador seja adequada.

Vamos dar uma resposta simples e eficiente para essa questao.

Sejam X, X,,--X,,-- uma amostra de tamanho crescente de X de média p e varidncia 6*. Pelo teorema do

2 n N [0,1]. Convém afirmar aqui que se a distribui¢do de X for simétrica, um valor
2 pow
o

n

limite central

apenas maior que 10 ja resulta numa distribui¢do da média amostral muito proxima da normal. Caso as

X—u

0_2

distribuigdes das variaveis ja sejam normal entdo N N[0,]] de forma exata. Em ambos os casos, pela

n
tabela de normal padrdo, podemos escrever
3 2

X — —
P(2<22H 22)2095 ou P X - u< 24/ 2—1 =095
2 n

o

n

o2 2 2

Chamando d =2,/—— a margem de erro, obtemos d° = 4% = 46—2 . Observe que o tamanho é
n n d

diretamente proporcional a variancia dos dados e inversamente proporcional ao quadrado da margem de erro.
Como em geral ndo sabemos o valor de o7, usamos a estimativa imparcial s, resultando uma estimativa ny de
n.

2

N

n0=4
42

Para obter-se s* devemos ter uma amostra piloto ou inicial e ng serd o tamanho da amostra inicial. Numa

segunda etapa da pesquisa um novo valor de ny pode ser recalculado.
24. Intervalo de Confianca para a média de X

Para n grande (>30) podemos sem grande erro substituir > por S, obtendo a expressio:

- 52 — . |s?
P‘X—y‘<2 2 EO,95C>P‘,U—X‘<2 2 12095
n n
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< - fsz — s . o o
Dessa expressdo decorre que | X —2,/—;X +2,/— | tem aproximadamente 0,95 de probabilidade de incluir
n n
u . Evidentemente, numa amostra especifica, o intervalo

_ 2 2
ICyos5(s) =| x =24 —x+2,
’ n n

observado nao ¢ mais aleatdrio e dizemos que ¢ um intervalo de confianca ao nivel de 0,95 da médiap . O

termo confianga substitui probabilidade para atender ao rigor matematico.

Exemplo: A freqgiiéncia relativa f =B _K de uma seqiiéncia de provas de Bernoulli tem média p e
n

variancia 22 . Nesse caso f € claramente X , agora, para n grande:
n

SZ

[Bl + B2 +-- +Bz—n5} —f - nf2)= (1 lf)

n-1

donde,

n—1

ICo5(p)= {f z\/f(l f>f+2\/f(1 f)}

¢ um intervalo de confianga de p ao nivel de 0,95.

25. Intervalo de Confianca para Diferencas (Uma amostra e grande)

Sejam (X,,Y),(X,,Y,);--(X,,Y,) pares de dados de n individuos com a distribuigdo de (X,Y). Portanto as

variaveis X e
Y ndo sdo necessariamente independentes mas a amostra € completamente aleatoria. Sejam os dados

D =X,-Y,,Dy=X,-Y,,-.D, =X, Y, réplicas tais que up=E(D)=E(X-Y)=puy —puy €

o} =Var(D)=Var(X -Y) . Pelo Teorema do Limite Central, fazendo D=X-Ye
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Sh =

1 —2
I[DE+D§ +-+ D% —nD }
"

2 2
- - S - - S
1Cy o5 (py — py) = [x—y —2‘{7[);)6—)’ + 2\/7[)}

um intervalo de confianga para p,-py ao nivel de 0,95. Esse resultado pode ser aplicado a todo ensaio do tipo

teremos:

"antes" e "depois" de um tratamento aplicado a n individuos.

26. Distribuiciio de t de Student: Essa secdo trata de amostras de variaveis normais pequenas (n<30). W.
Gosset (Student) trabalhando de forma empirica no controle de qualidade de uma cervejaria obteve por

simulacdo a tabela da variavel

de uma amostra completamente aleatoria de X N\ N(u;o2). A tabela simplificada para efeitos didaticos

fornece os valores criticos tos tais que P(~tg 95 < T <y 9s) = 0,95.

Limites Criticos Bilaterais a 95% da Distribuicao T de Student
n-1 to,05 n-1 to,95
1 12,706 16 2,120
2 4,313 17 2,110
3 3,182 18 2,101
4 2,176 19 2,093
5 2,571 20 2,086
6 2,447 21 2,080
7 2,365 22 2,074
8 2,306 23 2,069
9 2,262 24 2,064
10 2,228 25 2,060
11 2,201 26 2,056
12 2,179 27 2,052
13 2,160 28 2,048
14 2,145 29 2,045
15 2,131 30 2,042
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Exemplo: A tabela seguinte exibe na sua primeira coluna 15 observagdes de peso de 100 graos de sementes

de feijdo. Vamos calcular trés intervalos de confianga com tamanhos crescentes para mostrar o aumento da

precisdao em func¢do do tamanho da amostra.

Dados de Feijao e
Cilculo de I.C. para Trés Tamanhos de Amostra
% 2. 5 Yt
14 196
18 324
15 225
21 441
19 87 361 1547
16 256
17 289
22 484
18 324
14 174 196 3096
17 289
17 289
13 169
20 400
19 260 361 4604

Calculo dos Intervalos de Confianca:

1Cy 95(1) = % +2,776

isa7-5
4 5
5

1[3096—10(
9

10

1C95(11) = % +2,262

10

=17,4+ 3,58 com as primeiras 5 observacdes

=17,4% 1,97 com as primeiras 10 observagdes
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1l a604-15 20
260 14 15 N
IC,, (1) = T +2,145 T =17,3% 1,46 com todas as 15 observagdes

Exemplo de Calculo de Tamanho da Amostra: Considere a amostra com 10 observagdes. A variancia
amostral da s*> =7,6. Se quisermos D = 1,46 (precisdo do IC com 15 observagdes) entiio

4.5 476
d> 146>

ny = =143

indicando um tamanho de amostra de 14 observagdes. Na verdade com 15 obtemos essa precisdo. Mas néo

deixa de ser uma boa aproximacao.

26. Distribuicao de Qui-quadrado ( ;(2 ) de Pearson

Seja Z N N(0;) e sejam Z,,Z,, - Z, uma amostra completamente aleatéria de Z. Entio X2 = Z2 + 75 +-+Z?

tem distribui¢do Qui-quadrado com r graus de liberdade. O elemento de probabilidade é

r X

dp.> (x) = 2 e 2dx,x>0

—_—X
r(r/2)-2""2

Limites Criticos Unilaterais a 95% do Qui-quadrado de Pearson em Fun¢ao do Numero
de Graus de Liberdade
r X20.95 r X20.95
1 3,84 16 26,3
2 5,99 17 27,6
3 7,81 18 28,9
4 9,49 19 30,1
5 11,1 20 31,4
6 12,6 21 32,7
7 14,1 22 33,9
8 15,5 23 35,2
9 16,9 24 36,4
10 18,3 25 37,7
11 19,7 26 38,9
12 21,0 27 40,1
13 22.4 28 41,3
14 23,7 29 42,6
15 25,0 30 43,8
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Teste de Significincia Estatistica: Aplicacao do Qui-quadrado: Uma Categoria Duas Classes (1 grau de
liberdade)
Como ja vimos anteriormente,

S-p

rd-p)

¢ aproximadamente normal padrdo quando n ¢ grande. Entdo o seu quadrado sera aproximadamente Qui-

quadrado com 1 grau de liberdade. Com um pouco de algebra podemos nos convencer que

n(f=p)? _f =mp) _ (of —np)? [0 =D =n(=p) (o
p(l=p)  np(l-p) np n(l-p) 1

Fazendo F| =nf a freqiiéncia bruta observada da ocorréncia do evento E, F, = n(1- ) a freqiiéncia bruta

observada da ndo ocorréncia de E, T1 =np a freqiiéncia bruta esperada teodrica da ocorréncia de E e

T2 =n(l- p) a freqii€ncia bruta esperada tedrica da ndo ocorréncia de E, teremos, quando n é grande

F-T)> (F,-T,)*
(FH-1) +(2 2) nx?
i T,

Define-se {Xlz >xt g }como regido de rejeicao ¢ P{Xl2 > xlz,a} como nivel de significincia (o) da hipotese :

Hy: E(F)) =T, , E(F;) = T,. Nos exemplos usaremos 1- o = 0,95.

Exemplo: Uma planta Aa e outra aa para um locus s@o cruzadas . Pela teoria espera-se que os descendentes
desse cruzamento sejam 50% do tipo Aa e 50% do tipo aa. Realizado um experimento observou-se, de 120
descendentes 53 do tipo Aa e 67 do tipo aa. Verifique pelo Qui-quadrado se a hipdtese Hy: E(F;) = E(F,) =

60 pode ser sustentada por esses dados.

Solucio: Pela expressdo acabada de ser deduzida temos:

(53-60)? s (67-60)* _49+49 98
60 60 60 60

=1,63
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Usando X} > 3,84 como regido de rejeicao para a hipotese, concluimos que nao devemos rejeitar a teoria

usada; as freqiiéncias observadas "aderem" as esperadas o suficiente. Esse tipo de teste é também conhecido

como Teste de Aderéncia.

Uma Categoria e Mais de Uma Classe ( r = n.-1 graus de liberdade )
Se tivermos n, classes de uma categoria entdo a expressao anterior generaliza-se para
2 2 _ 2
(R-Tp° (R-Ty~ (Fne =Tne)

2
N Xoe -1
T T T, ¢

C
Exemplo: A producdo de milho ¢ dada aproximadamente pelo modelo matematico S =20+ X +Y+R com

X,Y,R independentes onde as distribuigdes de X, Y e R sdo dadas por:

x P(x) y P(y) r P(r)
-2 1/5 -3 1/3 -1 12
0 3/5 0 1/3 1 1/2
2 1/5 3 1/3

Total 1 1 1

Combinando os 3x3x2 possiveis pontos amostrais teremos:

Espaco Amostral , Valores da Producio e Probabilidades

@ (X,Yy,1) s=20+x+y+r P(w)
(-2,-3,-1) 14 1/30
(-2,-3,+1) 16 1/30
(-2, 0,-1) 17 1/30
(-2,0,+1) 19 1/30
(2,43, -1) 20 1/30
(-2,+3,+1) 22 1/30
(0,-3,-1) 16 3/30
(0,-3,+1) 18 3/30
(0, 0, -1) 19 3/30
(0, 0,+1) 21 3/30
(0,+3,-1) 22 3/30
(0,+3,+1) 24 3/30
(+2,-3,-1) 18 1/30
(+2,-3,+1) 20 1/30
(+2,0,-1) 21 1/30
(+2,0,+1) 23 1/30
(+2,+3, -1) 24 1/30
(+2,+3,+1) 26 1/30
Total 1

Uma amostra de 120 produgdes foi tomada e a distribuicao de freqiiéncias das produgdes foram as da tabela

abaixo:
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Classe S F;
1 14 4
2 16 17
3 17 6
4 18 14
5 19 15
6 20 10
7 21 17
8 22 14
9 23 5
10 24 13
11 26 5

Total 120

Sera que essas freqiliéncias brutas observadas "aderem" as esperadas pela teoria ? Pelos dados do exemplo
podemos obter a distribuigdo de S, a produg@o de milho. Multiplicando por 120 obtemos as freqiiéncias brutas
esperadas teoricas e teremos todos os dados para aplicar o Qui-quadrado. O nimero r de graus de liberdade

do Qui-quadrado sera n.-1, o numero de classes da categoria produ¢do menos um, ou seja 11 - 1 =10.

Distribuicio de S e Calculo do Qui-quadrado

(F-T)
S P(s) F; T; T
14 1/30 4 4 0,0000
16 4/30 17 16 0,0625
17 1/30 6 4 1,0000
18 4/30 14 16 0,2500
19 4/30 15 16 0,0625
20 2/30 10 8 0,5000
21 4/30 17 16 0,0625
22 4/30 14 16 0,2500
23 1/30 5 4 0,2500
24 4/30 13 16 0,5625
26 1/30 5 4 0,2500
Total 1 120 120 3,2500

O total da ultima coluna supostamente nos da o valor observado de um Qui-quadrado teérico com 10 graus
de liberdade. Da tabela temos que o valor critico para rejeitar ou ndo a hipotese é 18,3. Portanto, como 3,25 <
18,3 concluimos que as freqiiéncias observadas aderem as esperadas o suficiente para néio rejeitarmos o

modelo matematico proposto no exemplo.



Duas Categorias e Mais de Uma Classe [ r = (nj-1)(n.-1) graus de liberdade |
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Exemplo: Numa pesquisa sobre o estado geral do rebanho caprino em Salvador foi obtida a tabela abaixo

exibindo as freqiiéncias brutas de 490 animais classificados em duas categorias: Tipo de Manejo e Idade.

Quer-se testar se essas freqiiéncias observadas diferem significativamente de freqiiéncias esperadas, sob a

hipotese de independéncia das categorias. A hipotese de independéncia das categorias impde a igualdade das

probabilidades condicionais as respectivas marginais em ambos os sentidos e, entre parénteses, estdo as

freqiiéncias esperadas sob essa hipotese. Por exemplo:

e

= (T;,) =108

(Ty) =54

23 - 2l (1) =89

(1) _ 47
113 490
(o) _ 47
56 490
(T3) 47
93 490

(T,) 85
22) %2 (7,)=19.6
113 490 (Ti)

(Ty) _ 85

22 5 (Th,) =97
56 490 (T2)
(T3,) 85
327 %0 (1,) =161
93 490 (T32)
etc.

(T13) _ 358

113

(T>3) _ 358
56

T33)
93

—— = (T13)=826
290~ (03)

— (Tyy) = 40,9
290 (T3)

358
=22° 5 (T35)=67.9
290 (T33)

Freqiiéncias observadas (F;;) e esperadas (T;;) de 490 caprinos classificados por Manejo e Idade
Parcelas da Soma do Calculo do Qui-quadrado com (5-1)(3-1) =8 g.l.
Hipétese sendo testada: Independéncia entre Manejo e Idade

Manejo
ldade 1 2 3 Total

1 10 15 88 113
(10,8) (19,6) (82,6)
0,0592 1,0796 0,3530

2 5 28 23 56
5,4 9,7 (40,9)
0,0296 34,5247 7,8340

3 21 14 58 93
(8,9 (16,1) (67,9)
16,4506 0,2739 1,4434

4 7 18 85 110
(10,6) (19,1) (80,4)
1,2226 0,0634 0,2632

5 4 10 104 118
(11,3) (20,5) (86,2)
4,7159 5,3780 3,6756

Total 47 85 358 490
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Da tabela de valores criticos do Qui-quadrado temos P(X: >15,5)=0,05 . Mas, como podemos conferir pelos

calculos intermediarios exibidos na tabela acima,

i=1 j=1 ij

Portanto o Qui-quadrado observado cai na regido de rejeicdo, pois 77,4 > 15.5. Em outras palavras, sob
independéncia das categorias, o evento X: >15,5, raro (P=0,05), ocorreu. Preferimos, pois, descartar a

hipotese de independéncia. Para confirmar essa conclusdo o leitor deve percorrer a tabela acima e verificar

que, para algumas caselas, as freqiiéncias observadas e esperadas diferem mais do que o razoavel.

Grupo de Problemas II

1. Em levantamento efetuado na regido de Salvador 195 caprinos foram classificados em duas categorias:

Sexo (linhas) e Indice Clinico (Colunas). Considerando os dados da tabela de contingéncia abaixo teste a

hipotese Hy de Independéncia entre as categorias.

2.
indice
Clinico I I I Total
Sexo
Fémeas 53 74 36 163
Machos 6 16 10 32
Total 59 90 46 195

Resposta: X2 =2,75 (ndo significativo, hipdtese nio rejeitada)

3. Dados da produgéo ( X e Y ) de soja em duas regides foram obtidos. Sejam :
XNNQusof) e YNN(u;03)
onde as variancias sdo desconhecidas. Usando o T de Student obtenha os intervalos de confianga respectivos e

conclua se as médias sdo estatisticamente diferentes, usando o seguinte critério: Se os intervalos tiverem

pontos comuns entdo as médias ndo diferem, de outra forma conclua que elas diferem.
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X 20 17 23 19 21 20 20 18 22 20
y 25 21 29 20 30 22 28 24 26 25
Resposta:
3,11
ICg5(p)=20£2,262 T 20+1,26=[18,74;21,26]

ICy05(p12)=25+2,262, /% =25+2,41=[22,5927,41]

Como os intervalos de confian¢a ndo possuem pontos comuns conclui-se que, estatisticamente, as médias

diferem entre si ao nivel de confianga de 95%.

4. A concentracdo de creatina ( T ) no sangue, por pesquisas ja efetuadas, tem uma distribuicdo dada pela
funcdo de densidade:
37

f®=11000
0 1 ¢[010]

trefo;10]

a) Prove que f(t) € uma fungdo de densidade.
b) Calcule E(T) e Var(T).
¢) Calcule F(x)=P(T <x)xe R e faga o grafico de F(x).

d) Calcule My tal que F(My) = 0,5, a mediana de T.

Respostas:

a) Aintegralde fem Ré 1 b) E(T)=7,5 Var(T)=3,75

0 x<0
3
¢) F(x)={—— «xelog0]t ; d) M,=3500=7,9
1000
1 x>10

5. Cinco candidatos (A, B, C, D e E ) disputam uma elei¢do. Um instituto de pesquisa de opinido sorteia ao

acaso na populagdo 701 eleitores, obtendo os seguintes resultados:
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CANDIDATO PORCENTAGEM
A 30
B 28
C 25
D 10
E 7
TOTAL 100

Obter o Intervalo de Confianga a 95% para cada candidato e discutir a classificacdo estatistica obtida.

Resposta:

IC95(p4)=030£0,035=[0,265;0,335]
ICyos5(pg)=0,28+0,034=[0,246;0,314]
ICy95(p¢) =0,25£0,033=0,217;0,283]
ICy05(pp)=0,10£0,023=[0,077;0,123]

ICoo5(pg)=0,07£0,019=[0,051;0,089]

Classificacio Estatistica:

E (7%) D (10%) C (25%) B (28%) A (30%)

Conclusao: Os candidatos unidos por uma linha ndo diferem estatisticamente e aqueles ndo ligados diferem

estatisticamente a 95% de confianca.

6. Calcule P(Y >3)para YNAN[O0,1]; YNAN[0,5; 1]; YAN[1;1]e YN N[2; 1]

Respostas:

Se YNN(O;1) entdo P(Y >3)=0,0013



Se YNN(0,5;1) entio  P(Y >3)=0,0062
Se YNN(;1) entio P(Y>3)=0,0228

Se YNNQ2;1) entdo P(Y >3)=0,1587

7. Seja Y; NG, j)para i=12 e j=12,3 independentes. Obtenha as distribui¢des de

a) hel, b)Yy, Yye¥s c) Yie V2, d) Y1, Y2e¥s
onde
- Y — Y,
Yi=—tev,;=—L
E )

Solugdo: Na forma de tabela temos:

j
1 2 3
i
I N AN YNNG 2) T NN 3)
2 Y, NNE2; 1) Y NNQ2;2) Y)3NNQ2;3)

EM)=EM + Yy +Y3)=EM)+ EMp) + E(3) =1+1+1=3

Var(Y] ) =Var(Y)1 + Y, + Yi3) =Var(Yy) +Var(Yp) +Var(Y;3) =1+2+3=6

E(Yy)=E(Yy + Yo +1p3) = E(Yy)) + E(Ypp) + E(Y23) =2+2+2=6

Var(Yy ) =Var(Ya; + Yoy + Ya3) = Var(Yy)) +Var(Ypy )+ Var(Ya3) =1+2+3=6
Portanto,

H.OANGB;6) e Y, NN(6;6)

EY))=EM1+Y)=EM)+EYy)=1+2=3

Var(Y ) =Var(Y;; +Yo;) =Var(Y;) +Var(Yy) =1+1=2

E(Yy)=E(Yjy +Yp)=EM )+ E(Yp)=1+2=3

Var(Y,)=Var(Y|y +Yy) =Var(Yp)+Var(Yyy)=2+2=4
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E(Y3)=E(M 3+ Yp3) = E(Y13) + E(Yp3) =1+2=3
Var(Y3)=Var(Y|3 +Yy3) =Var(Yi3)+Var(Yy3)=3+3=6

YiNNG2), Y,NNG4) e Y3N(3:6)

= 1 1 1 = 1 1 6 2
E(Y1) =E(§YI j:EE(Yl.):EG):l Var(Y1.) = Var(gYIJZEVar(YL):E:E
= 1 1 6 1 1 2
E(YZ):E(EYZJ EE(Y2)=§=2 Var(Yz) Var(S ]ZEVGI"(Yz)— ZE
= 1 1 3 = 1 1 2 1
EY1)=E EYIJ 5 1)25 Var(Y,1)—Var(EY_lj—ZVar(Y_l)—Z_E

E(Y 2)= E(%IQ]:%E(YQ):% Var(Yz) Var(—Yz)— Var(Yz)— =
1 1 - 1 1 6 3
E(Y3) E(EY3JZEE(Y3)_ Var(Ys):Var(EY_3):ZVar(Y_3):Z:E

Portanto,

s v ED T o e Taandd
YlnN(EaE)s Y.2 ﬂN(Eal) € Y‘3 ﬂN(st)

8. O tempo de espera Y para atendimento de 430 clientes de um caixa de banco foi classificado em classes

de intervalos e sdo apresentados abaixo. Nesse caso, como os dados originais ndo existem, as formulas

para a obten¢do de )_/ e 5% sdo:

1 —2
s = I(FI-m12+F2-m%+---+F,-m%—n-y )
n—

onde F; e m; sdo a freqiiéncia observada ¢ o ponto médio do intervalo i, n o nimero de observacdes ¢ I o

numero de intervalos usado.

a) Calcule y e s* para esses dados.

b) Obtenha as probabilidades de Y pertencer a cada intervalo, caso Y N (;;sz) .

¢) Calcule a coluna de T; de freqiiéncias tedricas esperadas.
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d) Calcule o Qui-quadrado, que nesse caso tera I - 2 graus de liberdade (dois pardmetros

estimados). Teste a 0,95 de significancia se os dados sdo normais.

Intervalo m; F;
(—o013] 12 18
[13:15] 14 48
[1517] 16 93
[1719] 18 104
[1921] 20 100
[2123] 22 40
[23:+ o) 24 27
Total 430
Respostas:
a)
5= 18:12+48:14+9316+104-18+100:20+40-22+27-24 _ 7776 _ |
430
) 1 _ 144416-140872,3

§T=—

429

b) e c) Como s=4/8,26 =29 e usando a transformacédo z; =

mi—Jy.

N

(18-122 +48-14% +93:16° +104-18% +100-20% +40-22% + 2724 —430-18,12)

429

=1,2,3,4,5,6 ¢ 7, temos:

Intervalo Intervalo p. m F T
) 2 ' ' ' (430 . P)
(— ; 13] (—0 ;—1,8] 0,0359 12 18 15,4
[13;15] [-1.8-11] 0,0998 14 48 42,9
[15;17] [-11:-04] 0,2089 16 93 89,8
[17 ;19] [-0.4;0,3] 0,2733 18 104 117,5
[19 ; 21] [0,3:1,0] 0,2234 20 100 96,1
[21; 23] [1,0 ; 1,7] 0,1141 22 40 49,1
[23; +00) [1,7 ; +0) 0,0446 24 27 19,2
Total 1 430 430

d)

> (18-154) . (48—42,9 . (93-89.8) . (104-117,5) . (100-96,1)* . (40-49,1)* . (27-19,2)

:= =77
15,4 429 89.8 117,5 96,1 49,1 19,2

Como o limite critico a 0,95 da tabela do Qui-quadrado ¢ 11,1, conclui-se que a hipotese de normalidade dos

dados ndo deve ser rejeitada.



